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観測方程式 

 
１．系統的観測誤差 
 
  前節では，衛星の軌道位置の求め方について述べた。衛星と受信機アンテナとの間の距

離（レンジ）は，受信機により観測される。その際に，色々な誤差が混入する。受信機や

衛星の時計に起因するもの，信号伝播路に起因するものなどである。後者は大気圏遅延

（atomosphereic delay）と呼ばれるが，電離層（ ionosphere）および対流圏（ troposphere）
による電波の遅延である。表 1.1 に誤差の性質を示す。 
 

表 1 . 1  信号伝播路における誤差の性質 
 

誤差源 分散性 特   徴 
電離層 周波数の二乗に反

比例 
群速度は遅くなるが，位相速度は速くなる。2 周波

数で観測を行うと，影響を除去できる。太陽活動の

強い影響を受ける。 
対流圏 なし。遅延は一定。 乾燥空気によるものと，水蒸気によるものがある。

前者は 90％を占めていて，mm の精度で補正可能

である。 
 
  電離層とその影響を図 1.1 と表 1.2 に示す。 
 

 
 

図 1 . 1  電離層（土屋，辻 ( 1 9 9 5 ) ） 
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表 1 . 2  電離層における天頂方向遅延量の例（土屋，辻 ( 1 9 9 5 ) ） 

 
 

  乾燥大気による遅延を図 1.2 に示す。 
 

 
図 1 . 2  乾燥空気による行路遅延（土屋，辻 ( 1 9 9 5 ) ） 

 
２．系統的誤差の除去 

 
  図 2.1 に示されるような衛星と受信機の配置を考える。 
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図 2 . 1  衛星と受信機の配置 
 

  信号受信時刻を tとし，衛星 iと受信機αとの間の κL 波による擬似距離を )(tP i

ακ ，位相

距離を )(ti

ακΦ ，衛星受信機間の真距離を )(ti
αρ ， 1L 波の電離層遅延を )(tI i

α ，大気層遅延

を )(tT i
α ，受信機αの時計の進みを )(tαδ ，衛星 iの時計の進みを )(tiδ ，受信機αのハ－ド
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ウェア・バイアスを )(tb ακ ，衛星 iのハ－ドウェア・バイアスを )(tb i
κ ，真空中の電波の速

度をc とすると，2 周波 GPS 受信機による基本観測方程式は，擬似距離および位相距離に

対して 
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で与えられる。ここで， SN は衛星数， 0=α は基準点， 1=α は観測点を表わす。また 

        iNα ：波数のアンビギュイティ 

        ieα ：その他の誤差 

        i
αε ：その他の誤差 

とする。 κf と κλ は κL 波の周波数と波長である。マルチパスによる誤差も考えるべきであ

るが，省略している。また，衛星の軌道推定誤差も，必要に応じて考える必要がある。 )(te i
κα

と )(ti
καε はノイズ成分であり， mtei 1))(( ≈κασ ， cmti 1))(( ≈καεσ である。すなわち，前者

は後者よりも二桁近く大きい。受信機時計の読み αt および衛星時計の読み it と正確な時間 t
との関係は 
 
          αα δ+= tt                                                          (2a) 

          ii tt δ+=                                                           (2b) 

である。 
 正確にいうと， i

αρ は時刻 it ατ− における衛星 iの位置と時刻 tにおける受信機αとの間の

距離の真値である。ここで， i
ατ は信号が衛星 iを発信して受信機αに到達するのに要する

時間で 

          iiiiii tttttc ααααα τττ )()()()()( rrrrr &−−≈−−=                          (3) 

を解いて求める。 ir および αr は，衛星 iおよび受信機αの位置ベクトルである。 ir&  は衛

星 iの速度である。(3)式の両辺を二乗して書き直すと， i
ατ に関する 2 次方程式 

 

          ( ) 0)()()()()(2)(
2222 =−−−+


 − ttttttc iiiiii

αααα ττ rrrrrr &&            (4) 

を得る。 )(tir と )(tir& は，衛星の軌道計算から求まる。また， )(tαr は，コ－ドによる単

独測位によっても数 10ｍの精度で求まる。これを繰り返し計算の出発値とすればよい。 
  (1)式の右辺の第 2 項以下の誤差項が無視できる時には，観測方程式において 
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とすれば，擬似距離あるいは位相距離の計測値を用いて， αR 点の座標 ),,( ααα zyx を求め

ることができる。 ),,( iii zyx は時刻 it ατ− における衛星 iの座標である。これが単独測位の

観測方程式である。コ－ド計測値を用いる場合には，未知数は受信機の座標 ),,( ααα zyx 成

分 3 個であるので，最低 3 個の衛星を捕捉できればよい。 

  しかし，一般に受信機にはコスト的にもスペ－ス的にも高価な時計を採用できないので，

受信機αの時計の進み )(tαδ は大きい。そのような場合には， )(tαδ も未知数として 
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を考えればよい。このときには，副産物として )(tαδ が求まる。この場合には，4 個以上の

衛星を捕捉できれば，コ－ド測位が可能となる。位相距離の計測値は精度が高いので，誤

差に対する要求も厳しくなるので，(5b)式や(6b)式が用いられることは無い。 
  ノイズが無視できないときには，以下に述べる工夫をすればよい。すなわち， id はαに

依らないので， id を消去するためには，α間（受信機間）の 1 重差を取ればよい。すなわ
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を考えればよい。ここで 

          βααβ )()()( •−•=•∆                                                  (8) 

とする。(7)式の右辺第 2 項以下の誤差項が無視できるとすると 
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を得る。(9)式の具体的な形は 
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である。 
  αd は iに依らないので， αd を消去するためには，i間（衛星間）の 1 重差を取ればよい。

すなわち，衛星 iと衛星 1−SN の差を取ることにすると 
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を考えればよい。2 番目の衛星（参照衛星）の取り方にはいろいろ考えられ。高度の一番大

きなものが選ばれることが多い。ここで 
 
          jiij )()()( •−•=∇•                                                  (12) 

とする。(11)式の右辺第 2 項以下の誤差項が無視できるとすると 
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を得る。(4.2.9)式の具体的な形は 
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である。受信機 1 だけを用いる単独測位には，(6)式の代わりに(14)式を用いても，受信機

の時計の誤差を除去できる。 



 6

  id と αd が同時に存在する時には，2 重差を取ればよい。すなわち，α（または i）間１

重差を取ったものについて，さらに i（またはα）間１重差を取る。具体的に書くと 
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である。ここで 

          jijijiji
10101010 )()()()()( ∇•−∇•=•∆−•∆=•∆∇                            (16) 

とする。(15)式の右辺第 2 項以下の誤差項が無視できるとすると 
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を得る。(17)式の具体的な形は 

    












Φ−Φ−Φ−Φ

−−−
−−

−−

)()(

)()(
1

1
1

010

1
1

1
010

SS

SS

NNii

NNii PPPP

κκκκ

κκκκ
 

         [ 2
0

2
0

2
0 )()()( zzyyxx iii −+−+−≈  

            ]2
1

2
1

2
1 )()()( zzyyxx iii −+−+−−  

           [ 2
0

12
0

12
0

1 )()()( zzyyxx SSS NNN −+−+−− −−−  

            ],)()()( 2
1

12
1

12
1

1 zzyyxx SSS NNN −+−+−− −−−  

            ( ) ( ) ,
0

1
1

1
010 











−−−
+ −− SS NNii NNNN κκκκ

κλ  

                                                2,,1,0;2,1 −== SNi Lκ   




)18(

)18(

b

a
 

である。 
  ii TI αα , については， 0R と 1R の間の距離（基線長と呼ぶ）が小さな時には，一般に 

           ii II 10 ≈                                                           (19a) 

           ii TT 10 ≈                                                           (19b) 
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が仮定されるので，受信機間の 1 重差を取れば消去される。 
  受信機間および衛星間の 1 重差のほかに，観測時間間の 1 重差も考えられる。時間を変

えることで得られる異なる衛星位置に対して，もう一組の i
αΦ を求める。この 2 回の計測に

おいて
iN ακ が変わらないとすれば，この二つの計測間の 1 重差を取ることにより，

iN ακ を

消去できる。全部の 1 重差を取ると 3 重差になり，受信機に起因する誤差，衛星に起因す

る誤差および不定性を消去できる。 
  基線長（基準点と観測点の距離）は，衛星高度に比べて大きくないことが多いので，

i
αβρ)(∆ および  ij

αβρ)( ∆∇ を簡単にできる。基準点と観測点の相対位置ベクトルを

),,( 01010101 zyx ∆∆∆=∆r とすると 
 
          ),,(),,( 010010010111 zzyyxxzyx ∆+∆+∆+=                          (20) 

であるので 
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i ∆−∆−∆−= ρ                                    (21) 

となる。ここで， ),,( ,0,0,00
i

z
i

y
i

x
i eee=e は基準点受信機0 から衛星 iに向かう単位ベクトルで，

図 2.2 に示されるように，受信機0 から見た衛星 iの高度
i

elv,0θ および方位角
i

azm,0θ から 
 
          )sin,sincos,cos(cos),,( ,0,0,0,0,0,0,0,0

i
elv

i
azm

i
elv

i
azm

i
elv

i
z

i
y

i
x eee θθθθθ=           (22) 

と求まる。 

                 

 

ｙ 

受信機 0(基準点) 

衛星 

θi 0, azm 
ｘ 

ｚ 

θｉ
0,elv 

 
図 2 . 2  高度と方位角の定義 

 

  衛星の高度が 20000km と極めて大きいので，通常は高度
i

elv,0θ ，方位角
i

azm,0θ は，擬似距

離を用いても極めて正確に求まる。 
  (21)式より 
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と書ける。基線長が小さい場合には，(9)式の右辺第 1 項を(23)式で近似する。 
  さらに，(23)式の衛星間 1 重差を取ると 
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                0100 )( ree ∆⋅−= ji                                               (24) 

を得る。基線長が小さい場合には，(17)式の右辺第 1 項を(24)式で近似する。すなわち 
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と書ける。 
  受信機 1,0 間の相対座標ベクトル 01r∆ を求めるのには，当然のことながら受信機0 の絶対

座標は不要である。受信機0 から衛星を見る高度や方位角の値は必要であるから，厳密な値
は不要であるというのが正確な言い方である。 
 
３．線形結合 
 
  (1)式で与えられる信号の 1 次結合を作ると，有用な仮想的信号が得られる。(1b)式の両

辺に κλ1 を掛けると 
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                                  1,0;1,,1,0;2,1 =−== ακ SNi L             (26) 

となる。 2,1=κ とする 2 式を加減（± ）して得られた式の両辺に，c を掛けた上で書き直

すと 

        












++=






Φ

Φ
i

WW

i
NNiii

i
W

i
N

N

N
tTtI

f
f

t
t

t

α

α
ααα

α

α

λ

λ
ρ )()()(

)(

)(

2

1m  



 9

                  ,
)()(

)()(
21

2211

ff
tftf

tctc
ii

i

±
±

+−+ αα
α

εε
δδ  

                                          1,0;1,,1,0 =−= αSNi L             (27) 

という 2 種類の式を得る。ここで 
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である。 )(ti
N αΦ および )(ti

W αΦ は，それぞれナロ－レ－ン（Narrow-lane）結合およびワ

イドレ－ン（Wide-lane）結合と呼ばれる。 Nλ および Wλ は仮想的信号の波長である。

,58.123.101541 GHzMHzf ≈×=  GHzMHzf 23.123.101202 ≈×= を 代 入 す る と ，

mm WN 857.0,107.0 ≈≈ λλ である。 Wλ は mm 244.0,190.0 21 ≈≈ λλ よりも大きいので，

整数不定性 i
WN α の決定は，他の不定性 i

N
ii NNN ααα ,, 21 の決定よりもかなり容易である。す

なわち，誤差の影響を受けにくくなる。 
  ナロ－レ－ン結合とワイドレ－ン結合を足し合わせると 
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                                          1,0;1,,1,0 =−= αSNi L             (29) 

を得る。ここで 
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f ii
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である。この仮想的結合 )(ti
I αΦ は電離層遅延を含まないので，電離層フリ－（Ionosphere 

Free）結合と呼ばれる。電離層フリ－結合の場合には，(29)式右辺第 3 項の不定性の項の形

をみれば分かるように，仮想的な波長を定義できない。この項は 
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                                          1,0;1,,1,0 =−= αSNi L             (31) 

と変形できる。通常，(29)式の観測方程式は WN が既知として用いられるが，(31)式より整

数不定性 1N に掛かる波長はナロ－レ－ン結合の波長 mN 107.0≈λ と小さいので，誤差を極

力小さくする必要がある。擬似距離に関する同様の線形結合が，(1a)式から求められる。 
  (1b)式において， 2,1=κ とする 2 式の引き算をすると 
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                                          1,0;1,,1,0 =−= αSNi L             (32) 

を得る。ここで 

          )()()( 21 ttt iii
G ααα Φ−Φ=Φ                                            (33) 

とする。線形結合不定性 )()( 21 tt ii

αα Φ−Φ はレンジ )(ti
αρ を含んでいないので，ジオメトリ

フリ－（Geometry Free）結合と呼ばれる。
ii NN αα 21 , が既知とすると，この式から 1L 波の

電離層遅延 iIα を推定することができる。擬似距離に関する同様の線形結合が，(1a)式から

求められる。 
  つぎに，擬似距離と位相距離の両方を用いる 1 次結合を考える。(1)式において， 2,1=κ
としたものを行列を用いて書くと 
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                                          1,0;1,,1,0 =−= αSNi L             (34) 

を得る。この式は0重差の式であるが，1重差および2重差に関しても同様の式が得られる。

ここで 
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とする。この式の右辺の第 2 項は 2 重差を取ると消えてしまう。 (34) 式を
iiiii NNtItTt αααααρ 21 ,),(),()( + を未知数とする連立 1 次方程式と考えて解くと，これらの

未知数が観測量 )(),(),(),( 2121 tttPtP iiii

αααα ΦΦ の 1 次結合で表される。すなわち 
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                                                                             (36) 

である。 
  (28c)式と(36)式より，いわゆるナロ－レ－ン結合およびワイドレ－ン結合の初期位相不

定性
i

NN α* および
i

WN α* を求めると 
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となる。 GHzfGHzf 23.1,58.1 21 ≈≈ を代入すると，( ) ( ) 124.02121 ≈+− ffff であるの

で，(37)式を数値計算に用いると， i
WN α については，擬似距離を介して入り込む誤差が約

1/10 になるので精度が高い。一方， ( ) ( ) 06.82121 ≈−+ ffff となって， i
NN α については，

擬似距離を介して入り込む誤差が約 10 倍になるので精度が悪い。 (37b)式は，

Melbourne-Wübbena Linear Combination とほぼ同じものである（Melbourne (1985), 
Wübbena (1985)）。この線形結合を用いると，電離層遅延や対流圏遅延の影響を受けない

ことが分かる。すなわち，基線長の影響を受けないで，Wide-lane の初期位相不定性を高精

度に決定できる可能性を有する。 
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