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§§§§9.3  9.3  9.3  9.3  相反定理と作用定理相反定理と作用定理相反定理と作用定理相反定理と作用定理    
  つぎに，以下に示されるような二つの問題(問題1および問題 2 )を考える。
すなわち， 2,1=i として，問題 iを以下のように定義する。 
  Kelvin条件 :][ iK  
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  Dirichlet条件 ][D ： 
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ここで， iiiii Afghp +,,,, は既知量とする。 
  (9.3.1)式と(9.3.2)式より 
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を得る。ここで， +
ja0 は発散波の振幅であり，(9.2.16)式が用いられている。 

  (9.3.3)式を書き直すと 
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となる。 iと jを入れ替えると 
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を得る。これより，相反定理 
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が導かれる。相反定理の意味するところは，「1の方向の浮体の運動が 2の

方向に誘起する力は，2 の方向の浮体の運動が 1 の方向に誘起する力に等
しい」というような関係である。 
  (9.2.17)式を参考にして相反定理を変形する。すなわち，(9.3.5)式の左辺
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第 2，3項と右辺第 2，3項を入れ換えると 
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となるが，これを作用定理と呼ぶことにする。(9.3.10)式の定義を拡張して 
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とすると，作用定理は 
        〉〈=〉〈 1221 ,, φφ hh                                       (9.3.8) 
と書ける。 〉〈 21,φh を作用積分と呼ぶことにする。 
  作用積分と変分原理の停留値との関係を求めてみよう。(9.3.7)式の線形
性により 
          〉−−〈−〉++〈 jijijiji φφφφ ,, hhhh  
              〉〈+〉〈+〉〈+〉〈= jjjiijii φφφφ ,,,, hhhh  
               〉〈−〉〈+〉〈+〉〈− jjjiijii φφφφ ,,,, hhhh  
              〉〈+〉〈= jiij φφ ,2,2 hh                             (9.3.9) 
が言える。(9.3.8)式を代入すると 

          =〉〈 ji φ,h ( )〉−−〈−〉++〈 jijijiji φφφφ ,,
4
1 hhhh           (9.3.10) 

が成り立つ。(9.2.18)式より，この式の右辺は変分原理の停留値となること
が分かる。 
  一方 
          ,212)(1 uuu ±=±   ,212)(1 vvv ±=±   212)(1 φφφ ±=±          (9.3.11) 
と書くことにすると，線形の境界値問題であるから，(9.3.1)式と(9.3.2)式
より，これらは以下の境界値問題の解である。 
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  Kelvin条件 :][ 2)(1 ±K  
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  Dirichlet条件 :][ 2)(1 ±D  

    21
2)(12)(1 hh

z
w

x
u

±=
∂

∂
+

∂
∂ ±±   Ωin                            (9.3.13a) 

    2)(12)(1 ±± = ωςiw   FSon                                   (9.3.13b) 
    212)(12)(1 ffnwnu yx ±=+ ±±   KSon                          (9.3.13c) 
    02)(12)(1 =+ ±± zx nwnu   BSon                              (9.3.13d) 

    




 +±

−=
+++++

±
±

±

+

0

)(cosh)(2
0210

2)(102)(1

0 hzkeAAkg
ku

xki

i ωφ   ±
OSon  (9.3.13e) 

  上述の議論の最も簡単な例として 
          0,0,0,0),()( 11111 ====−−= +Afgpzxh ζδξδ     (9.3.14a) 
          ++ ===== AAffggpphh 22222 ,,,,             (9.3.14b) 
を考えると 
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を得る。 
  (9.3.14)式の代わりに 
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を得る。すなわち，変関数の値およびその微分などを汎関数の停留値とし
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て評価できる。 
  波の中で運動する物体の連成流体力の問題を考えてみよう。左右揺れに
対するﾎﾟﾃﾝｼｬﾙを Sφφ =1 ，上下揺れに対するﾎﾟﾃﾝｼｬﾙを Hφφ =2 とすると 
          0,,0,0,0 11111 ≠==== +Anfgph x                (9.3.18a) 
          0,,0,0,0 22222 ≠==== +Anfgph z               (9.3.18b) 
であり，上下揺れによる流体力の左右揺れ成分は 
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となる。(9.3.7)式より 
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となる。ここで， )( ofoneany は，右側の量のどれか一つを取ることを意味

する。また， 1*
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の近似解である。 2*
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    ],,,[ φςwuISDKΠ ( )∫∫Ω 







+−

∂
∂+

∂
∂−= dxdzwuw

z
u

x
22

2
1φφ  

                  ∫+
FS

dxg 2

2
ς dx

FS∫+ φςωi  

                  dz
k

dz
k

OO SS ∫∫ −+

−+

−− 2020

22
φφ ii  

                  ( )dsnwnug
MS zx∫ +− dsnn

KS zx∫ ±+ φ)(  

                  dz
hk

hzkeAAkg
O

O

S

xk ∫ +

++

++

++
+++ +

±−
0

0
210 cosh

)(cosh
)(2

0 φ
ω

i  

                 stationary=                                (9.3.22) 

の近似解である。
3*

)( HS ±φ は(9.2.12)式より 
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の近似解である。 
  最後に，入射波が静止浮体に及ぼす波強制力について考えよう。そこで 
          0,,0,0,0 11111 ===== +Anfgph x                (9.3.24a) 
          ++ ===== AAfgph 22222 ,0,0,0,0               (9.3.24b) 
とすると 



 295 

        ∫ 〉〈=
KS x dsn 212 ,φφ h  

              dz
hk

hzk
aAkg

h∫ +− ++

++
+++








 +
−=〉〈=

0
2

0

0
0102

2

12 cosh
)(cosh2,

ω
φ ih   (9.3.25) 

を得る。すなわち， +∞=x から入射する入射波が静止浮体に及ぼす波強制

力の左右揺れ成分 ∫
KS x dsn 2φ は，浮体が静止流体中で上下揺れしたときに，

+∞=x に放射される発散波の振幅 +
01a に比例している。これは，Haskind

の定理と呼ばれる関係である。 
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