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§§§§4.4  4.4  4.4  4.4  有限要素法有限要素法有限要素法有限要素法    
  本節では，線型弾性学の一般的な問題を例にとって，有限要素法
(FEM:Finite Element Method)について述べる。 
  §4.2の最後に線型弾性学の一般的な問題に対する Ritz法による数値解
法を示した。変位 wvu ,, を(4.2.68)式のように関数展開する必要があるが，
実はこのことが簡単ではないし，個々の問題に最も適した関数系をその都

度選び出さねばならないので，必ずしも汎用的な方法とは言い難い。計算

機の強力な計算力を前提にして，もっと汎用的，機械的な方法として開発

されたのが有限要素法である。 
  有限要素法は，対象となるもの(この場合は弾性体)を有限個の要素の集
まりと見なし，要素内で成り立つべき条件，要素間で成り立つべき条件，

境界において成り立つべき条件を変分法で求めている。弾性体全体を対象

とすると，複雑な変形を仮定しなければならないが，要素に分けると，要

素内では簡単な変形を仮定すればよいことになる。一つ一つの要素の中で

は簡単な変形を仮定しても，全体としては複雑な変形を表現できるからで

ある。いわば，Ritz法の一つの拡張である。 
  以下においては，簡単のために，平面応力問題(平板内の 2次元応力問題)
を例にとって述べる。すなわち，弾性体の支配方程式(→(4.1.11～13)式)
は，下記の (4.4.1～3)式により与えられる。弾性体を Ω， Ωの境界を

KM SSS += とする。 MS および KS は，それぞれ力学的および運動学的条件

の与えられる境界である。座標その他は，§4.1を参照されたい。 
  力学的条件 ][M ： 

          
0

,0

=+
∂

∂
+

∂
∂

=+
∂

∂
+

∂
∂

g
yx

f
yx

yxy

xyx

στ

τσ

  Ωin                           (4.4.1a) 

          
Ynn
Xnn

yyxxy

yxyxx

=+

=+

στ
τσ ,

  MSon                           (4.4.1b) 

  運動学的条件 ][K ： 
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  物性学的条件 ][ σεP ： 
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        または ][ εσP ： 
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  ﾎﾟﾃﾝｼｬﾙ･ｴﾈﾙｷﾞ最小の原理は，(4.1.18)式を 2次元の場合に書き直すこと
により 
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                                                            (4.4.4) 
で与えられる。ここで 
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である。また，平板の厚さは単位量を仮定している。 
  弾性体領域 Ωを N 個の要素 ),,2,1(,)( Nnn =Ω に分割する。 Ωの境界

KM SSS += の内， )(nΩ に属するものを )()()( n
K

n
M

n SSS += とすると，(4.4.4)式
より 
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                                                            (4.4.6) 
となる。ここで 
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とする。 
  図 4.4.1に示すように，領域Ωを 3角形要素 ),,2,1(,)( Nnn =Ω に分割す

るものとし要素 )(nΩ の節点を 3,2,1 とする。 
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図 4.4.1  3角形要素による分割 
 
  要素 )(nΩ 内における変位 vu, を yx, の 1次式 

          
ybxbbyxv
yaxaayxu

nnn

nnn

)(
2

)(
1

)(
0

)(
2

)(
1

)(
0

),(

,),(

++=

++=
  )(nin Ω                    (4.4.8) 

で近似することにする。節点 3,2,1 における変位の x成分を )(
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意に対応づけられる。(4.4.9)式を解くと 
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                                                         (4.4.10a) 
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                                                         (4.4.10b) 
となる。ただし， )(n∆ は 
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で， )(nΩ の面積である。 
  )(nΩ における歪み )()()( ,, n
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となる。ﾏﾄﾘｸｽを使って書き直すと 
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と表現できる。ここで 
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                                                          (4.4.14c) 
とする。 
  (4.4.3a)式の ][ σεP を 
          }]{[}{ εσ E=                                       (4.4.15) 
と書くことにする。ここで 
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          T
xyyx ],,[}{ γεεε =                                  (4.4.16c) 

とする。このとき，(4.4.5)式より 
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と書ける。 )(nΩ において }{ε は定数であるので，(4.4.13)式と(4.4.17)式より 
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となる。ここで 
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とする。 ][ )*(nK は要素 nの剛性ﾏﾄﾘｸｽと呼ばれる。 
  つぎに，外力 gf , によるﾎﾟﾃﾝｼｬﾙについては， gf , が要素内で一定，す

なわち )()( , nn gf であると仮定する。一方 
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である。したがって 
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であるので 
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である。 
  (4.4.18)式，(4.4.22)式，(4.4.27)式を(4.4.7)式に代入すると 
     ),,,,,( )(

3
)(

3
)(

2
)(

2
)(

1
)(

1
)( nnnnnnn vuvuvuI  

          }{}{}{}{}]{[}{
2
1 )*()()*()()()*()( nTnnTnnnTn XufuuKu −−=      (4.4.28) 

となる。この式は，要素 nの変位ﾍﾞｸﾄﾙ }{ )(nu で表現されているが，全体の

変位ﾍﾞｸﾄﾙによる表現に書き直す。 
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という関係になる。すなわち， }{ )(nu の 12 −i 番目の要素が }{u の 1),(2 −inν 番

目の要素に， }{ )(nu の i2 番目の要素が }{u の ),(2 inν 番目の要素に対応する。

これらの関係を使って，(4.4.28)式を書き直すと 
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である。 
  (4.4.31)式を(4.4.6)式に代入すると 
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とする。 
  運動学的な境界条件(4.4.2b)式により， }{u の M2 個の要素の中には，値

が固定されていて自由でないものがある。そこで，以後の計算に便利なよ

うに， }{u を並び替える。すなわち， M2 個の要素を上から順番に見て行っ

て，例えば i番目に自由でない要素が出てきたら，その要素を一番最後に
移す。それと同時に， ][K の i行と i列を，一番最後の行と列に移す。また，

}{ f と }{X の i番目の要素を一番最後に移す。この操作を繰り返すと， }{u の

前の方に自由な要素が，後ろの方に自由でない要素が並ぶことになる。す

なわち 
          Tuuu ],[}{ 21=                                      (4.4.35) 
となる。ここで， }{ 1u は自由な要素を， }{ 2u は自由でない要素を表すもの

とする。これに合わせて， }{},{],[ XfK も 
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と書くことにする。これらを用いて，(4.4.33)式を書き直すと 
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            }{}{}{}{ 1111 Xufu TT −−  

            min}{}{}{}{}]{[}{
2
1

22222222 =−−+ XufuuKu TTT       (4.4.37) 

となる。 
  したがって，停留条件は 
          [ ]}{}{}]{[}]{[}{0 112121111 XfuKuKuI T −−+== δδ         (4.4.38) 
で与えられる。ここで， ][K の対称性，すなわち 
          ,][][ 1111

TKK =    TKK ][][ 2112 =                       (4.4.39) 
が用いられている。(4.4.38)式より， }{ 1u に関する連立一次方程式 
          }{}{}]{[}]{[ 11212111 XfuKuK ++−=                     (4.4.40) 
を得るので，これを解いて }{ 1u を求めればよい。 
  式に書いて論理を追うと，幾分複雑に見えるが，計算機のﾌﾟﾛｸﾞﾗﾐﾝｸﾞは
それほど難しくないことを述べておく。 
  以上で述べた有限要素法のｱﾙｺﾞﾘｽﾞﾑに対する理解を深めるために，簡単
な数値計算例を説明する。 
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図 4.4.2  一様な引き張りを受ける平板 

 
図 4.4.2 に示されるように，単位長あたり単位の力で一様に引き張られ
る単位の厚さの平板を考えよう。 
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図 4.4.3  対称性の導入 

 
対称性を考慮すると，図 4.4.3 に示されるように，右上の 1/4 領域を，

図に示されるような拘束条件で考えればよいことになる。要素1と要素 2の

2要素に分割し，図に示されるように全体での節点番号を付ける。節点の

座標を表 4.4.1に示す。また，表 4.4.2に境界節点の運動学的条件を示す。
つぎに，図 4.4.4 に示されるように，要素内での節点番号を付ける。要素
内の節点と全体の節点番号の対応を表 4.4.3に示す。 

 
表 4.4.1  節点の座標 

節点 ｘ座標 ｙ座標 
1 0 2 
2 0 0 
3 1 0 
4 1 2 

 
表 4.4.2  境界節点の運動学的条件 
節点 ｕ変位 ｖ変位 

1 0 自由 
2 0 0 
3 自由 0 
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4 自由 自由 
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図 4.4.4  要素内の節点番号 

 
表 4.4.3 節点番号対応表 
要素 要素内 全体 

1 1 
2 2 

 
1 

3 4 
1 4 
2 2 

 
2 

3 3 
 
  まず，要素1について計算する。要素1の面積 )1(∆ は，(4.4.11)式より 
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となる。(4.4.14c)式より， ][ )1(B は 
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となり， 3.0=v とすると，(4.4.16b)式より ][ )1(E は 
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となるので，要素1の剛性ﾏﾄﾘｸｽ ][ )1*(K は(4.4.19)式より 
     ]][[][][ )1()1()1()1()1*( BEBK T∆=  
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と求まる。同様にして，要素 2の剛性ﾏﾄﾘｸｽ ][ )2*(K は 
     ]][[][][ )2()2()2()2()2*( BEBK T∆=  
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で与えられる。外力のﾎﾟﾃﾝｼｬﾙは(4.4.23)式および(4.4.27)式より 

     TTgfgfgff ]0,0,0,0,0,0[],,,,,[
3
1}{ )1()1()1()1()1()1()1()1(* =∆=                 (4.4.46a) 
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と求まる。 )2,1(},{},{],[ )*()*()*( =nXfK nnn を(4.4.32)式に従って変換すると 
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        Tf ]0,0,0,0,0,0,0,0[}{ )1( =                                                                                                                                     (4.4.47c) 
        Tf ]0,0,0,0,0,0,0,0[}{ )2( =                                  (4.4.47d) 
  TX ]5.0,0,0,0,0,0,5.0,0[}{ )1( =                               (4.4.47e) 
  TX ]0,0,0,0,0,0,0,0[}{ )2( =                                  (4.4.47f) 
となる。(4.4.34)式より，全体の }{},{],[ XfK を求めると 
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  T

n

nXX ]5.0,0,0,0,0,0,5.0,0[}{}{
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)( == ∑
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                       (4.4.48c) 

と求まる。 
  表 4.4.2に示される運動学的条件より，自由節点変位 }{ 1u は 
          Tvuuvu ],,,[}{ 44311 =                                (4.4.49) 
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であり，拘束節点変位 }{ 2u は 
          TTvvuuu ]0,0,0,0[],,,[}{ 32212 ==                     (4.4.50) 
であるので，(4.4.36)式の形に並べ替えると 
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        Tf ]0,0,0,0,0,0,0,0[}{ =                                                                                                                                         (4.4.51b) 
  TX ]0,0,0,0,5.0,0,0,5.0[}{ =                                 (4.4.51c) 
となる。これより，(4.4.40)式は 
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となるので，これを解くと 
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を得る。 
  (4.4.13)式より，要素1の歪み }{ )1(ε を求めると 
          }]{[],,[}{ )1()1()1()1()1()1( uBT

xyyx == γεεε  
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となるので，(4.4.15)式より，要素1の応力 }{ )1(σ は 
          }]{[],,[}{ )1()1()1()1()1()1( ετσσσ ET
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と求まる。 
  同様にして，要素 2の歪み }{ )2(ε は 
          }]{[],,[}{ )2()2()2()2()2()2( uBT
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となり，要素 2の応力 }{ )2(σ は 
          }]{[],,[}{ )2()2()2()2()2()2( ετσσσ ET

xyyx ==  
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と求まる。 
  応力 }{},{ )2()1( σσ は，正しい値を与えていることが理解されよう。 
  図 4.4.5 のような孔あき平板の応力分布も，以上に述べた方法を電子計
算機で実行すれば，簡単に求めることができる。 
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図 4.4.5  孔あき平板 
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