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§§§§4444....2  Ritz2  Ritz2  Ritz2  Ritzの方法の方法の方法の方法    
[[[[例例例例 4.2.1]4.2.1]4.2.1]4.2.1]  最も簡単な例として，両端を単純支持された長さ lの棒の曲げ

を考える(→§3.2)。 cx = で集中荷重 Pが作用しているものとすると，棒の
たわみ )(xw は汎関数が(3.2.11a)式，境界条件が(3.2.17)式で与えられる変
分問題 
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          under  
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の解である。 
  棒のたわみ )(xw を 

          ∑
=






=

N

n
n l

xnaxw
1

,sin)( π   lx ≤≤0                       (4.2.2) 

で近似する。ここで， Naaa ,,, 21 ⋅⋅⋅ は未知定数である。 )(xw は境界条件

(4.2.1b)式を満足している。さらに，棒の両端でﾓｰﾒﾝﾄが零の条件(3.2.19)
式をも満足しているが，この条件は自然条件であるから，最初から満足し

ておく必要はない。(4.2.2)式を(4.2.1a)式に代入すると 
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を得る。変分問題が多変数関数の最小値問題に変換された。したがって，

停留条件は 

          ,sin
2

0 4
3

4






−=

∂
∂=

l
cnPan

l
EI

a
I

n
n

ππ   Nn ,,2,1 ⋅⋅⋅=          (4.2.4) 

となる。故に 
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となるので 

          ∑
=












=

N

n l
xn

l
cn

nEI
Plxw

1
44

3

,sinsin12)( ππ
π

  lx ≤≤0          (4.2.6) 

を得る。(4.2.2)式の表現は wを表現するための十分な自由度を有する上に，

すなわち完全系である上に，(4.2.6)式の wは， ∞→N のとき収束するので，

正しい近似解が得られたと考えられよう。事実， ∞→N とすると(4.2.6)式
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のwは正解に外ならない。 
  (4.2.6)式の結果は，(4.2.2)式を(3.2.13)式で与えられる棒の曲げの方程式
に代入して得られる解と同じ結果を与えるので，Ritz法の説明以上の意味
はない。棒の曲げ剛性 EIが xの関数であるような場合には，独自の意味を

有する。 
棒のたわみ )(xw の近似関数としては，(4.2.2)式の代わりに 

          ),)(()( 2
321 ⋅⋅⋅+++−= xaxaalxxxw   lx ≤≤0            (4.2.7) 

としてもよい。また，両端固定の場合には 
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とすればよい。 
[[[[例例例例 4.2.2]4.2.2]4.2.2]4.2.2]  つぎに，§3.4 で述べた膜の荷重によるたわみについて考えて
みよう。膜のたわみ ),( yxw は，(3.4.11)式で与えられる変分問題の解であ
る。すなわち 
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          under  
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という変分問題の解である。 
膜のたわみを，関数系 ),,( yxWn ),,2,1( Nn ⋅⋅⋅= を用いて 
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          where  
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と近似しよう。(4.2.10a)式を(4.2.9a)式に代入すると 
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という多変数関数の最小値問題になる。停留条件は 
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である。(4.2.12)式は， N 個の変数 Naaa ,,, 21 ⋅⋅⋅ に関する連立 1 次方程式で
あるので，計算機を使えば容易に解を求めることができる。 
膜 Rが矩形 )0,0( byax ≤≤≤≤ のときには 
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あるいは 
   ))()((),( 2

65
2

4321 ⋅⋅⋅++++++−−= yaxyaxayaxaabyaxxyyxw  
                                                Rin        (4.2.14) 
とすることが考えられる。(4.2.13)式あるいは(4.2.14)式で与えられる wは，

境界条件(4.2.9b)式を満足するように選ばれたものである。 
荷重 constfyxf == 0),( の場合， 1=N として 

          ),(),( 11 yxWayxw =                                 (4.2.15a) 
          where  
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とすると，(4.2.11)式より 
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となる。したがって，(4.2.12)式の停留条件は 
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を得る。(4.2.15a)式に代入すれば 
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が求まる。 
  (4.2.19)式の結果は， (3.4.13)式で与えられる膜のたわみの方程式に，
(4.2.13)式を代入して得られる正解の第 1 項であるので，Ritz 法の説明以
上の意味はあまりない。膜の張力 0T が yx, の関数であるような場合には，

独自の意味を有するが，膜の問題としては不自然である。 
  （4.2.15）式の代わりに 
          ),(),( 11 yxWayxw =                                 (4.2.20a) 
          where  
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とすると，(4.2.11)式より 
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となる。したがって，(4.2.12)式の停留条件は 
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を得る。(4.2.20a)式に代入すれば 
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が求まる。 
(4.2.24)式より 
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を得る。一方，(4.2.19)式より 
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が求まり， wを(4.2.20)式で近似しても(4.2.15)式で近似してもほぼ同様の
結果が得られた。 
ﾎﾟﾃﾝｼｬﾙ･ｴﾈﾙｷﾞ最小の原理とｺﾝﾌﾟﾚﾒﾝﾀﾘ･ｴﾈﾙｷﾞ最小の原理により，膜のひ

ずみｴﾈﾙｷﾞを評価してみよう。そのために，膜のたわみの問題に関するこの

二つの変分原理を導く。ﾎﾟﾃﾝｼｬﾙ･ｴﾈﾙｷﾞ最小の原理は既に導かれているが，

改めて導くことにする。そこで，膜のたわみに関する境界値問題をつぎの

ように書く。新たに，変数 ),( yxp と ),( yxq を導入するが， dyp および dxq は，

膜要素 dxdyの辺 dxおよび dyに作用する z方向の力である。 
力学的条件 ][M ： 
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運動学的条件 ][K ： 
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ﾌﾞﾘｯｼﾞ条件 ][ ξpB ： 
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  運動学的条件 ][K を満足するという条件の下で，仮想変位変分 wδ を考え

ると 



 116 

           dRwf
y
q

x
p

R
δ∫∫ 





+

∂
∂+

∂
∂−=0  

            ∫∫∫∫ −





∂
∂+

∂
∂=

RR
dRwfdR

y
wq

x
wp δδδ  

              ∫ +−
S yx dSwqnpn δ)(  

            ( ) ∫∫∫∫ −+=
RR

dRwfdRqp δδηδξ  

            ( ) 



 −+= ∫∫∫∫ RR

dRwfdRT 220

2
ηξδ                    (4.2.29) 

を得る。したがって，ﾎﾟﾃﾝｼｬﾙ･ｴﾈﾙｷﾞ最小の原理 
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が求まる。この変分原理の自然条件は，言うまでもなく ][M である。この

変分原理は，(4.2.9)式の変分問題に外ならない。 
  一方，力学的条件 ][M を満足するという条件の下で，仮想力変分 qp δδ , を

考えると 
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を得る。したがって，ｺﾝﾌﾟﾚﾒﾝﾀﾘ･ｴﾈﾙｷﾞ最小の原理 
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が求まる。この変分原理の自然条件は，言うまでもなく ][K である。(4.2.32)
式の変分原理は最大原理であるが，ｺﾝﾌﾟﾚﾒﾝﾀﾘ･ｴﾈﾙｷﾞ K− に関しては最小原

理なので，このように呼ぶ。 
今， qpw ,,,, ηξ を境界値問題(4.2.26)～(4.2.28)式の正解とすると 
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となる。したがって，ﾎﾟﾃﾝｼｬﾙ･ｴﾈﾙｷﾞ最小の原理(4.2.30)式の近似解を

PPPw ηξ ~,~,~ とし，ｺﾝﾌﾟﾚﾒﾝﾀﾘ･ｴﾈﾙｷﾞ最小の原理(4.2.32)式の近似解を CC qp ~,~ と

すると， (4.2.30)式が最小原理であり(4.2.32)式が最大原理であることと，
(4.2.33)式より 
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が成立するので，これを用いて膜のひずみｴﾈﾙｷﾞの評価をすることができる。 
  荷重 constfyxf == 0),( のとき， Pw~ として(4.2.24)式を取ると，(4.2.21)
式と(4.2.23)式より 
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が求まる。 
一方， ),( yxψ を Rにおける任意の関数として 
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とすると， ][M を満足できるので，これを(4.2.32)式に代入すると 
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が求まる。そこで，この変分原理の近似解 Cψ~ を， 321 ,, bbb を未知定数とし

て 
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とすると，(4.2.37)式より 
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であるので，停留条件は 
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となる。これより 
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を得る。これを，(4.2.39)式に代入すると 
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となる。 
(4.2.35)式と(4.2.42)式を(4.2.34)式に代入すると 
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を得る。 ba = とすると 
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となるので，一応の精度の解が得られたと言ってよいであろう。 
膜 Rの形が矩形でなくて，より一般的に 
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で与えられる場合には，(4.2.14)式の代わりに 
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とすれば，境界条件(4.2.9b)式を満足することができる。 
[[[[例例例例 4.2.3]4.2.3]4.2.3]4.2.3]  つぎに，前節(§4.1)の最後に述べたｻﾝ･ﾌﾞﾅﾝ(Saint Venant)の捩
じり問題を取り上げ，捩じり剛性の上下界について議論したい。座標系そ

の他は§4.1を参照されたい。 
  捩じり剛性 Ĵの上下界は，(4.1.110)式より 
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により評価できる。ここで， aψ および aϕ は(4.1.89)式の変分問題 
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および(4.1.104)式の変分問題 
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          under  
               0=ϕ   Con                                (4.2.49b) 
の近似解である。 
  例として，角柱の捩じりを考える。図 4.2.1に棒の断面を示す。 

                

ｘ

ｙ

S

0

ｂ

-b

ａ-a

C

 
図 4.2.1  角柱の断面 

 
  このとき，簡単な計算により 
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       (4.2.50) 

となる。 0=aψ を仮定すると，この値は Ĵの上界を与える。また， 1B を未

知定数として 
          )()( 2222

1 byaxB −−=ϕ   Sin                       (4.2.51) 
とすると 
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              1
33

9
16 Bba=                                   (4.2.52b) 

であるので，これらを(4.2.49a)式に代入すると 
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となる。停留条件 
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を解くと 

          
)(

1
4
5

221 ba
B

+
=                                   (4.2.55a) 

          )()(
)(

1
4
5 2222

22 byax
baa −−

+
=ϕ   Sin              (4.2.55b) 

であるので 
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となる。(4.2.50)式と(4.2.56)式を(4.2.47)式に代入すると 
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が求まる。代数平均は幾何平均より小でないことを用いると，不等式 
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が成立する。したがって，(4.2.57)式の最右辺は最左辺より必ず小でない。 
  さらに，ψの近似を高めるために， 1A を未知定数として 
          xyA1=ψ   Sin                                    (4.2.59) 
と置くと 

          ∫∫ 
















∂
∂+






∂
∂

S
dxdy

yx

22 ψψ  

              ∫ ∫− −
+=

a

a

b

b
dxdyyxA )( 222

1  



 122 

              2
1

22 )(
3
4 Abaab +=                             (4.2.60a) 

          dsyx
sC 



 +
∂
∂

∫ )( 22ψ  

              ∫∫
−

−
−−+=

a

a

b

b
dxxxbAdyyayA )()2()2( 11  

               ∫∫ −

−
−+−−−+

a

a

b

b
dxxxbAdyyayA )2()()2( 11  

              1
22 )(

3
8 Abaab −−=                             (4.2.60b) 

となる。これらを(4.2.48)式に代入すると 
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となる。停留条件 
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を解くと 
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であるので 
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となる。(4.2.50)式，(4.2.56)式および(4.2.64)式を(4.2.47)式に代入すると 
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が求まる。(4.2.57)式と比較すると，上界値が小さくなっていることが理解
されよう。すなわち， ϕψ , の近似を上げることにより，上下界の値をいく

らでも狭めることが可能である。 zxτ は x軸に関して反対称， yzτ は y軸に関

して反対称という対称性を考慮すると， ϕψ , に関して 
       )( 2

3
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21 ⋅⋅⋅⋅⋅+++= yAxAAxyψ   Sin                    (4.2.66a) 
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       )()()( 2
3

2
21

2222 ⋅⋅⋅⋅⋅+++−−= yBxBBbyaxϕ   Sin       (4.2.66b) 
のような近似が可能であろう。 
[[[[例例例例 4.2.4]4.2.4]4.2.4]4.2.4]  最後に，線型弾性学の一般的な問題に対する Ritz 法の適用に
ついて述べる。(4.1.18)式により与えられるﾎﾟﾃﾝｼｬﾙ･ｴﾈﾙｷﾞ最小の原理 

     dVAwvuI xyzxyzzyx )(],,,,,,,,[ εγγγεεε ∫∫∫Ω=  

              ∫∫∫∫∫ ++−Ω++−
Ω MS

dSwZvYuXdwhvguf )()(  

             min=  
     ][][ σεPandKunder  
                                                           (4.2.67) 
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で近似する。ここで， nnn cba ,, は未知定数， nnn WVU ,, は既知の関数とすし，

(4.1.12b)式を満足しているものとする。すなわち 
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とする。(4.2.68)式を行列表現をすると 
     Twvuu ],,[}{ =  
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        }]{[}{ 0 aUu +=                                       (4.2.70) 
となる。行列 }{],[},{ 0 aUu の定義は，自明と思われるので特に断らない。

以下においても，同様とする。歪み xyzxyzzyx γγγεεε ,,,,, は，(4.1.12a)式より 
T

xyzxyzzyx ],,,,,[}{ γγγεεεε =  

   











































∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂
∂
∂
∂
∂

=

y
U

x
V

x
W

z
U

z
V

y
W

z
W
y

V
x

U

00

00

00

0

0

0







































∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

+

x
V

x
V

y
U

y
U

x
W

x
W

z
U

z
U

y
W

y
W

z
V

z
V

z
W

z
W

y
V

y
V

x
U

x
U

NN

NN

NN

N

N

N

11

11

11

1

1

1







































N

N

N

c

c
b

b
a

a

1

1

1

 

   }]{[}{ 0 aB+= ε                                            (4.2.71) 
と書ける。歪みｴﾈﾙｷﾞ )(εA は，(4.1.16b)式より 

          }]{[}{
2
1)( εεε EA T=  

               ( ) ( )}]{[}{][][}{}{
2
1

00 aBEBa TTT ++= εε            (4.2.72) 

と表現できる。外力のﾎﾟﾃﾝｼｬﾙの項は 
     }{}{ ufhwgvfu T=++  
                ( ) ( ) }{][}{}{}]{[}{}{ 00 fUauaUuf TTTT +=+=      (4.2.73a) 
     }{}{ uXZwYvXu T=++  
                ( ) ( ) }{][}{}{}]{[}{}{ 00 XUauaUuX TTTT +=+=     (4.2.73b) 
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となる。 
  (4.2.72)式と(4.2.73)式を，(4.2.67)式に代入すると 
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となる。停留条件を求めると 
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を得る。これより， N3 個の未知数 ],,,,,,,,[}{ 111 NNN
T ccbbaaa = に関す

る連立一次方程式 
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が得られたので，これを解けばよい。 


