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§§§§4444. . . . 変分問題の直接解法変分問題の直接解法変分問題の直接解法変分問題の直接解法    
    
        変分法の大きな特長は，境界値問題の数値解を求めるのに，極めて有効
に使えるということである。いわゆる変分法の直接解法である。境界値問

題の解法としては，差分法のように各点毎に微分方程式を満足する強解

(strong solution)を求める方法ではなくて，領域全体で平均的に満足する
弱解(weak solution)を求める方法である。§4.1 では境界値問題を変分問
題に置き換える一般的な方法について述べる。§4.2 では，直接解法の起
源であるﾘｯﾂ法(Ritz Method)について述べる。§4.3では，思想的には異な
るが弱解法の一つであるｶﾞﾗ-ｷﾝ法(Galerkin Method)について述べる。§
4.4 では，近年各方面で大いに威力を発揮している有限要素法について述

べる。    
    
§§§§4444.1 .1 .1 .1     境界値問題の変分問題への変換境界値問題の変分問題への変換境界値問題の変分問題への変換境界値問題の変分問題への変換    
[[[[例例例例 4.1.1]4.1.1]4.1.1]4.1.1]  まず一番基本的な非粘性非圧縮流体の非回転運動について述
べる。§3.6では，変分問題(3.6.34)式から境界値問題(3.6.35)式を導いた。
ここでは，逆のことを考えてみる。すなわち，流体の存在する領域をΩ，

Ωの境界を S，φを速度ﾎﾟﾃﾝｼｬﾙ， f を既知の関数として，境界値問題 
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を導いてみよう(Dirichletの原理)。ここで，流体の密度を 1， dxdydzdV =

とする。 
(4.1.1a)式より 
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を得る。(4.1.1b)式を(4.1.3)式に代入すると 
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が求まる。すなわち，(4.1.2)式で与えられる変分原理が得られた。 
  簡単な場合には，上で述べたような方法で境界値問題を変分問題に変換
できる。しかし，複雑な場合には，以下に述べるような方法による方が見

通しがよい。 
  流体運動の速度を ),,( wvuu = とすると，流体の運動は以下の(4.1.5)式と
(4.1.6)式で記述される。 
力学的条件 ][M ： 
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運動学的条件 ][K ： 
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          fwnvnun zyx =++   Son                           (4.1.6b) 
  運動学的条件 ][K を満足する速度変分 wvu δδδ ,, を考えると，力学的条件

][M より 
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を得る。すなわち，力学的条件 ][M が，汎関数の停留条件で置き換えられ

ることが示された。(4.1.7)式によれば，(4.1.5)式と(4.1.6)式で与えられる
境界値問題は，変分問題 

          min)(
2
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          ][Kunder  
                                                            (4.1.8) 
と等しい。この変分問題は，§3.6 で述べた Kelvin の原理(3.6.29)式に外
ならない。この変分問題の自然条件は，力学的条件 ][M であることは言う

までもない。 
  上と逆のことを考えてみよう。すなわち，力学的条件 ][M を満足する速

度変分 wvu δδδ ,, ，ﾎﾟﾃﾝｼｬﾙ変分δφを考えると，運動学的条件 ][K より 
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を得る。すなわち，運動学的条件 ][K が，汎関数の停留条件で置き換えら

れることが示された。(4.1.9)式によれば，(4.1.5)式と(4.1.6)式で与えられ
る境界値問題は，変分問題 
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          ][Munder  
                                                           (4.1.10) 
と等しい。この変分問題は，§3.6 で述べた Dirichlet の原理(3.6.34)式に
外ならない。すなわち，(4.1.2)式の変分問題である。この変分問題の自然
条件は(3.6.35)式で与えられ，運動学的条件 ][K であることは言うまでもな

い。§3.6で述べたように，(4.1.2)式あるいは(4.1.10)式の変分問題は，変
数変換により(4.1.8)式の変分問題より導くことが出来る。その逆も可能で
ある。変数変換については，§6で詳しく述べる。 
[[[[例例例例 4.1.2]4.1.2]4.1.2]4.1.2]  つぎに，線型弾性学の場合について考えてみよう。図 4.1.1 に
示されるように，座標を ),,( zyxO とする 3 次元閉領域Ωに弾性体が存在す

るものとし，その境界 Sは，力学的条件が与えられる力学的境界 MS と運動

学的条件が与えられる運動学的境界 KS よりなるものとする。 
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図 4.1.1  弾性体 

 
ﾔﾝｸﾞ率 E，ﾎﾟｱｿﾝ比ν ，剪断剛性 )]1(2/[ ν+= EG の弾性体Ωの各点の変位

を ),,( wvuu = と す る 。 直 応 力 を zyx σσσ ,, ， 剪 断 応 力 を

xzzxzyyzyxxy ττττττ === ,, と し ， 直 歪 み を zyx εεε ,, ， 剪 断 歪 み を
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xzzxzyyzyxxy εεεεεε === ,, とする。また，弾性体Ωの単位体積あたりに作用

する外力を ),,( hgff = ，力学的境界 MS の単位面積あたりに作用する外力

を ),,( ZYXX = とし，運動学的境界 KS で与えられる変位を ),,( ςηξξ = と

する。このとき，弾性体の支配方程式は，以下の(4.1.11~13)式により与え
られる。 
  力学的条件 ][M ： 
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  運動学的条件 ][K ： 
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  物性学的条件 ][ σεP ： 

          

xyxyzyxzz

zxzxzyxyy

yzyzzyxxx

GG

GG

GG

γτεεε
ν

νεσ

γτεεε
ν

νεσ

γτεεε
ν

νεσ

=



 ++

−
+=

=



 ++

−
+=

=



 ++

−
+=

,)(
21

2

,)(
21

2

,)(
21

2

         (4.1.13a) 

        または ][ εσP ： 
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  運動学的条件 ][K を満足する変位変分 wvu δδδ ,, (仮想変位ともいう)を考
えると，力学的条件 ][M より 
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を得る。 (4.1.14)式の最右辺の第 1項は内力による仮想仕事の総和を，第
2,3項は外力による仮想仕事の総和を表す。したがって，(4.1.14)式によれ
ば，内力による仮想仕事の総和は，外力による仮想仕事の総和に等しい。

これは，仮想仕事の原理(principle of virtual work)と呼ばれる。 
物性学的条件 ][ σεP は 

          { } { }εσ ][E=                                       (4.1.15a) 
          where  
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xyzxyzzyx ],,,,,[ τττσσσσ =                       (4.1.15b) 
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            { } T
xyzxyzzyx ],,,,,[ γγγεεεε =                        (4.1.15d) 

と書ける。ここで， ][E は正値対称行列である。したがって 
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          where  

          { } [ ]{ } 0)(
2

1 ≥= εεε EA T                              (4.1.16b) 

となる。ここで， )(εA は単位体積当たりの歪みｴﾈﾙｷﾞである。(4.1.16a)式
を(4.1.14)式に代入すると 
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を得る。したがって，変分問題 
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が導かれる。この変分問題は，ﾎﾟﾃﾝｼｬﾙ･ｴﾈﾙｷﾞ最小の原理(principle of 
minimum potential energy)と呼ばれる。(4.1.18)式で与えられる変分問題
の，自然条件は力学的条件 ][M であることは言うまでもない。 
ﾎﾟﾃﾝｼｬﾙ･ｴﾈﾙｷﾞ最小の原理は，運動学的条件 ][K を拘束条件として，力学

的条件 ][M を自然条件とする変分原理である。これとは逆に，力学的条件

][M を拘束条件として，運動学的条件 ][K を自然条件とする変分原理を導い

てみよう。 
力 学 的 条 件 ][M を 満 足 す る 仮 想 的 な 応 力 変 分

xyzxyzzyx δτδτδτδσδσδσ ,,,,, を考えると，運動学的条件 ][K より 
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                   (4.1.19) 

を得る。 (4.1.19)式の最右辺の第 1 項は内力による仮想ｺﾝﾌﾟﾚﾒﾝﾀﾘ仕事の
総和を，第 2 項は外力による仮想ｺﾝﾌﾟﾚﾒﾝﾀﾘ仕事の総和を表す。したがっ
て，(4.1.19)式によれば，内力による仮想ｺﾝﾌﾟﾚﾒﾝﾀﾘ仕事の総和は，外力に
よる仮想ｺﾝﾌﾟﾚﾒﾝﾀﾘ仕事の総和に等しい。これは，仮想ｺﾝﾌﾟﾚﾒﾝﾀﾘ仕事の原

理(principle of virtual complementary work)と呼ばれる。 
物性学的条件 ][ εσP は 

          { } { }σε ][C=                                       (4.1.20a) 
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                (4.1.20b) 

と書ける。ここで， ][C は正値対称行列である。したがって 

          { } { } xyxyzxzxyzyzzzyyxx
T δτγδτγδτγδσεδσεδσεδσε +++++=  

                 { } [ ]{ } )(σδδσσ BCT ==                       (4.1.21a) 
          where  

          { } [ ]{ } 0)(
2

1 ≥= σσε CB T                              (4.1.21b) 

となる。ここで， )(σB は単位体積当たりのｺﾝﾌﾟﾚﾒﾝﾀﾘ･ｴﾈﾙｷﾞである。

(4.1.21a)式を(4.1.19)式に代入すると 
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を得る。したがって，変分問題 
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             max=  
     ][][ εσPandMunder  
                                                           (4.1.23) 
が導かれる。汎関数を K− とする変分問題は，ｺﾝﾌﾟﾚﾒﾝﾀﾘ･ｴﾈﾙｷﾞ最小の原理

(principle of minimum complementary energy)と呼ばれる。(4.1.23)式で
与えられる変分問題の，自然条件は運動学的条件 ][K であることは言うま

でもないが，つぎのように証明される。 
(4.1.23)式で与えられる変分問題において， wvu ,, を未定乗数として， 

Lagrangeの乗数法により拘束条件 ][M を緩和すると 
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                                                           (4.1.24) 
となる。物性学的条件 ][ εσP を仮定して，この変分問題の停留条件を求める

と 

     dVK xyxyzxzxyzyzzzyyxx )(0 * δτγδτγδτγδσεδσεδσεδ +++++−== ∫∫∫Ω  

              dS
nnn
nnn
nnn

KS

zzyyzxzx

zyzyyxxy

zzxyxyxx

∫∫
















+++

+++

++

+

)(
)(

)(

δσδτδτζ
δτδσδτη
δτδτδσξ

 

              ∫∫∫Ω

































∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
+







∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
+







∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂

− dV

zyx
w

zyx
v

zyx
u

zyzzx

yzyxy

zxxyx

δσδτδτ

δτδσδτ

δτδτδσ

 

              dS
nnnw
nnnv
nnnu

MS

zzyyzxzx

zyzyyxxy

zzxyxyxx

∫∫
















+++

+++

++

+

)(

)(
)(

δσδτδτ
δτδσδτ
δτδτδσ

 

              ∫∫∫Ω

































+

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

+







+

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

+







+

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

− dV

h
zyx

w

g
zyx

v

f
zyx

u

zyzzx

yzyxy

zxxyx

σττδ

τστ
δ

ττσδ

 



 84 

              dS
Znnnw
Ynnnv
Xnnnu

MS

zzyyzxzx

zyzyyxxy

zzxyxyxx

∫∫
















−+++

−+++

−++

+

)(
)(

)(

σττδ
τστδ
ττσδ

 

            ∫∫∫Ω

































∂
∂−

∂
∂−+








∂
∂−

∂
∂−+





∂
∂−

∂
∂−+








∂
∂−+





∂
∂−+







∂
∂−

−= dV

y
u

x
v

x
w

z
u

z
v

y
w

z
w

y
v

x
u

xyxy

zxzxyzyz

zzyyxx

δτγ

δτγδτγ

δσεδσεδσε

 

              dS
nnnw
nnnv

nnnu

KS

zzyyzxzx

zyzyyxxy

zzxyxyxx

∫∫
















++−+

++−+

++−

−

))((

))((
))((

δσδτδτζ
δτδσδτη

δτδτδσξ
 

              ∫∫∫Ω

































+

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

+







+

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

+







+

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

− dV

h
zyx

w

g
zyx

v

f
zyx

u

zyzzx

yzyxy

zxxyx

σττδ

τστ
δ

ττσδ

 

              dS
Znnnw
Ynnnv
Xnnnu

MS

zzyyzxzx

zyzyyxxy

zzxyxyxx

∫∫
















−+++

−+++

−++

+

)(

)(
)(

σττδ
τστδ
ττσδ

           (4.1.25) 

となるので，(4.1.23)式の変分問題の自然条件は，(4.1.25)式の最右辺第 1
項と第 2項より， ][K であることが証明された。 
  (4.1.24)式で与えられる変分問題において，右辺第 3 項の積分を書き直
すと 
     ],,,,,,,,[],,,,,,,,[ * wvuKwvuJ xyzxyzzyxxyzxyzzyx τττσσστττσσσ =  
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             stationary=                                    (4.1.26) 
という変分問題を得る。この変分問題は，ﾍ ﾘ ﾝ ｶ ﾞ - ･ ﾗ ｲ ｽ ﾅ -の原理
(Hellinger-Reisner principle)と呼ばれている。 
この変分原理において， ][K と ][ σεP を仮定して書き直すと，ﾎﾟﾃﾝｼｬﾙ･ｴﾈﾙ

ｷﾞ最小の原理(4.1.18)式になる。変分問題の変数変換については，§6で詳
しく述べる。 
上では，ｺﾝﾌﾟﾚﾒﾝﾀﾘ･ｴﾈﾙｷﾞ最小の原理よりﾎﾟﾃﾝｼｬﾙ･ｴﾈﾙｷﾞ最小の原理を導

いたが，当然ながらこの逆も可能である。線型弾性学における変分原理の

関係を図 4.1.2に示す。 
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仮想仕事の原理 

ﾎﾟﾃﾝｼｬﾙ･ｴﾈﾙｷﾞ最小の原理 
min],[ =εuI  

ﾍﾘﾝｶﾞ-･ﾗｲｽﾅ-の原理 
stationaryuJ =],[ σ  

ｺﾝﾌﾟﾚﾒﾝﾀﾘ･ｴﾈﾙｷﾞ最小の原理 
min][ =− σK  

仮想ｺﾝﾌﾟﾚﾒﾝﾀﾘ仕事の原理 

][K

][M

][M  

][M

][&][ KM  

][K

][K

][K

][M の緩和 

][ σεP

][K の緩和 
＋ ][ εσP  

][ εσP

][M

自然条件 

拘束条件 

図 4.1.2  線型弾性学における変分原理間の相互関係 

][M ：力学的条件 ][K ：運動学的条件 
][ σεP または ][ εσP  

  ：物性学的条件 
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[[[[例例例例 4.1.3]4.1.3]4.1.3]4.1.3]  線型弾性学の簡単な例について述べたい。まず，§3.2 で述べ
た棒の曲げの問題(→図 3.2.1)を取り上げる。境界条件は，両端で単純支持
とする。この場合の仮定，近似を本節末尾の表 4.1.1に示す。 
  棒の内部に発生する応力および歪みは， 0===== xyzxyzzy γγγσσ とい

う状態を仮定する。剪断歪みに関する仮定 0=== xyzxyz γγγ は，剪断剛性を

無限大とすることに相当する。さらに，棒の中心線 0=z におけるたわみを

)(xw とすると， vu, は 

          
0

,
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−=

v

z
dx
dwu                                        (4.1.27) 

で近似してよいであろう。したがって，歪み xε は 
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          where  
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x −=κ                                  (4.1.28b) 

となる。このとき，曲げﾓ-ﾒﾝﾄ xM は 
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      where  
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と書ける。 I は，断面 2次ﾓ-ﾒﾝﾄである。また，歪みｴﾈﾙｷﾞは 

          歪みｴﾈﾙｷﾞ ∫ ∫∫∫∫∫Ω
==

l

x dydzEdxdVA
0

2

2
1)( εε  

                   ∫ ∫∫=
l

x dydzzEdx
0

22

2
1 κ  

                   ∫=
l

x dxIE
0

2

2
1 κ                             (4.1.30) 

であり，外力のﾎﾟﾃﾝｼｬﾙは 

          外力のﾎﾟﾃﾝｼｬﾙ ∫−=
l

dxfw
0

                           (4.1.31) 
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であるので，(4.1.18)式のﾎﾟﾃﾝｼｬﾙ･ｴﾈﾙｷﾞ最小の原理は 

          ∫∫ =−=
ll

xx dxfwdxIEwI
00

2 min
2
1],[ κκ                 (4.1.32a) 

          under  

               ,2

2

dx
wd

x −=κ   lx <<0                        (4.1.32b) 

               ,xx IEM κ=   lx <<0                         (4.1.32c) 
となる。この変分原理の自然条件は，下記の(4.1.33)式である。 

(4.1.32)式で与えられる変分問題から導かれる境界値問題(→(4.1.11)～
(4.1.13)式)は，以下の境界値問題(4.1.33)～(4.1.35)式に対応している。 

力学的条件 ][M ： 

          ,02

2

=+ f
dx
Md x   lx <<0               

(4.1.33a) 
         0)()0( == lMM xx                                  (4.1.33b) 

         ,
dx

dMQ x
x =   lx <<0                               (4.1.33c) 

  運動学的条件 ][K ： 

          ,2

2

dx
wd

x −=κ   lx <<0               

(4.1.34a) 
         0)()0( == lww                                     (4.1.34b) 
  物性学的条件 ][ σεP ： 
         xx IEM κ=                                        (4.1.35a) 
        または ][ εσP ： 

         xx M
IE

1=κ                                        (4.1.35b) 

(4.1.33c)式により定義される xQ は補助的な変数である。 
(4.1.23)式のｺﾝﾌﾟﾚﾒﾝﾀﾘ･ｴﾈﾙｷﾞ最小の原理は 

          ｺﾝﾌﾟﾚﾒﾝﾀﾘ･ｴﾈﾙｷﾞ ∫∫∫Ω= dVB )(σ  
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                   [ ]∫ ∫∫ −=
l

xx dydzAdx
0

)(εεσ  

                   ∫ 




 −=

l

xxx dxIEM
0

2

2
1 κκ  

                   ∫=
l

x dxM
IE0

21
2
1                           (4.1.36) 

であるので 

          max1
2
1][

0

2 =−= ∫
l

xx dxM
IE

MK                      (4.1.37a) 

          ][&][ εσPMunder  
                                                         (4.1.37b) 
となる。この変分原理の自然条件は，(4.1.34)式である。 
  Hellinger-Reissnerの原理は 

          ∫∫ −





−−=

ll

xxx dxfwdxM
IEdx

wdMMwJ
00

2
2

2

2
1],[  

                   stationarylwlMwM xx =′−′+ )()()0()0(         (4.1.38) 

で与えられる。ここで， ′
xM は剪断力である。この変分原理の自然条件は，

(4.1.33)～(4.1.35)式である。 
ﾎﾟﾃﾝｼｬﾙ･ｴﾈﾙｷﾞ最小の原理(4.1.32)式およびｺﾝﾌﾟﾚﾒﾝﾀﾘ･ｴﾈﾙｷﾞ最小の原理

(4.1.37)式が持つ物理的意味について簡単に説明したい。簡単のために，左
端 )0( =x で固定され，右端 )( lx = で力または変位が与えられる棒の曲げの

問題を考える。結論を述べると，力が与えられる場合には，ﾎﾟﾃﾝｼｬﾙ･ｴﾈﾙｷﾞ

最小の原理を適用すると，変位が求まる。一方，変位が指定される場合に

は，ｺﾝﾌﾟﾚﾒﾝﾀﾘ･ｴﾈﾙｷﾞ最小の原理を適用すると，力が求まる。 
  まず，右端で力が与えられる場合を考える。右端で与えられる曲げﾓ-ﾒﾝ
ﾄを )(lM x ，剪断力を )(lQx とする。この場合のﾎﾟﾃﾝｼｬﾙ･ｴﾈﾙｷﾞ最小の原理は，

(4.1.32)式を参考にすると 

      min)()()()(
2

][
0

2

2

2

=−′+





= ∫ lwlQlwlMdx

dx
wdIEwI x

l

x         (4.1.39a) 

      under  
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           0)0()0( =′= ww                                  (4.1.39b) 
である。拘束条件(4.1.32b or 34a)式は，汎関数の中に含めてある。 
拘束条件(4.1.39b)式を満足するように 

          ),()( 2 bxaxxw +=   lx <<0                         (4.1.40) 
とすると 

          ∫ +==
l

dxbxaIEbaIwI
0

2)62(
2

),(][  

               min)()()32()( 22 =+−++ blallQblallM xx          (4.1.41) 
を得る。停留条件は 

          ∫ −+⋅+=
∂
∂=

l

xx lQllMldxbxaIE
a
I

0

2 )()(22)62(0  

                )()(2)32(2 22 lQllMlbllaIE xx −++=            (4.1.42a) 

          ∫ −+⋅+=
∂
∂=

l

xx lQllMldxxbxaIE
b
I

0

32 )()(36)62(0  

                )()(3)2(6 3232 lQllMlblalIE xx −++=           (4.1.42b) 
で与えられる。これを解くと 

          
( )

)(
6

1

)()(
2

1

lQ
IE

b

lQllM
IE

a

x

xx

−=

+−=
                           (4.1.43) 

となる。これを，(4.1.40)式に代入すると 

     ( ) ,)(
6

1)()(
2

1)( 2




 −+−= xlQ

IE
lQllM

IE
xxw xxx   lx <<0      (4.1.44) 

を得る。したがって，右端の変位は 

          





 +−=′






 +−=

)(
2
1)()(

)(
3
1)(

2
1)(

2

lQllM
IE
llw

lQllM
IE

llw

xx

xx

                      (4.1.45) 

で与えられるが，これは正解でもある。(4.1.45)式を書き直すと 
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( )

( ))()(26)(

)(2)(32)(

3

2

lwllw
l

IElQ

lwllw
l

IElM

x

x

′−=

′−=
                         (4.1.46) 

となる。 
  つぎに，右端で変位が与えられる場合を考える。右端で与えられる変位
を )(lw ，傾斜を )(lw′ とする。この場合のｺﾝﾌﾟﾚﾒﾝﾀﾘ･ｴﾈﾙｷﾞ最小の原理は，

(4.1.37)式を参考にすると 

      max)()()()(
2

1],[
0

2 =+′−−= ∫ lwlQlwlMdxM
IE

QMK x

l

xxxx   (4.1.47a) 

      under  

           ,02

2

=
dx
Md x   lx <<0                             (4.1.47b) 

           ,
dx

dMQ x
x =   lx <<0                             (4.1.47c) 

である。 
拘束条件(4.1.47b)式を満足するように 

          
β

βα
=

+=
)(

,)(
lQ

xxM

x

x   lx <<0                           (4.1.48) 

とすると 
      ),(],[ βαKQMK xx =  

            max)()()()(
2

1
0

2 =+′+−+−= ∫ lwlwldxx
IE

l
ββαβα     (4.1.49) 

を得る。停留条件は 

          ∫ ′−+−=
∂
∂=

l
lwdxx

IE
K

0
)()(10 βα

α
 

                )()
2
1(1 2 lwll

IE
′−+−= βα                     (4.1.50a) 

          ∫ +′−+−=
∂
∂=

l
lwlwldxxx

IE
K

0
)()()(10 βα

β
 

                )()()
3
1

2
1(1 32 lwlwlll

IE
+′−+−= βα             (4.1.50b) 
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で与えられる。これを解くと 

          
( )
( ))(6)(12

)(2)(6

3

2

lwllw
l
IE

lwllw
l

IE

′−=

′+−=

β

α
                      (4.1.51) 

となる。これを，(4.1.48)式に代入すると 

  ( ) ( ) ,)(6)(12)(2)(6)( 32 xlwllw
l
IElwllw

l
IExM x ′−+′+−=   lx <<0    (4.1.52) 

を得る。したがって，右端の力は 

          
( )

( ))()(26)(

)(2)(32)(

3

2

lwllw
l

IElQ

lwllw
l

IElM

x

x

′−=

′−=
                         (4.1.53) 

で与えられるが，これは正解でもある。当然のことながら，(4.1.53)式と
(4.1.46)式は一致している。 
[[[[例例例例 4.1.4]4.1.4]4.1.4]4.1.4]  板の曲げの問題は，棒の曲げの問題を拡張すればよい。 
図 4.1.1に座標系 ),,( zyxO その他を示す。板を R，Rの境界 Γの内で力学

的条件 ][M の与えられる境界を MΓ ，運動学的条件 ][K の与えられる境界を

KΓ とする。Γの外向き法線を n，Γに沿って測った長さを sとし， MΓ と KΓ

の交点を ±P とする。この場合の仮定，近似を本節末尾の表 4.1.1に示す。 
 

                ｘ

ｙ

ΓＭ

ｚ

ｎ
R

P＋

P－

ΓＫ

ｓ

 
 

図 4.1.1  板の曲げ 
 
  板の内部に発生する応力および歪みは， 0=== zxyzz γγσ という状態を仮
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定する。剪断歪みに関する仮定 0== zxyz γγ は，これらの歪み成分に関する

剪断剛性を無限大とすることに相当する。さらに，板の中央面 0=z におけ

るたわみを ),( yxw とすると， vu, は 

          
z

y
wv

z
x
wu

∂
∂−=

∂
∂−= ,

                                       (4.1.54) 

で近似してよいであろう。したがって，歪み xyyx γεε ,, は 

          

zz
yx

w
y
u

x
v

zz
y
w

y
v

zz
x
w

x
u

xyxy

yy

xx

κγ

κε

κε

22

,

,

2

2

2

2

2

=
∂∂

∂−=
∂
∂+

∂
∂=

=
∂
∂−=

∂
∂=

=
∂
∂−=

∂
∂=

                    (4.1.55a) 

          where  

               

yx
w

y
w

x
w

xy

y

x

∂∂
∂−=

∂
∂−=

∂
∂−=

2

2

2

2

2

,

,

κ

κ

κ

                                (4.1.55b) 

となる。応力とひずみの関係は 

               

xyxy

xyy

yxx

E

E

E

γ
ν

τ

νεε
ν

σ

νεε
ν

σ

)1(2

),(
)1(

),(
)1(

2

2

+
=

+
−

=

+
−

=

                        (4.1.56) 

であるので，板の厚さを hとすると，曲げﾓ-ﾒﾝﾄ xyyx MMM ,, は 
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xy

h

h xyxy

xy

h

h yy

yx

h

h xx

DdzzM

DdzzM

DdzzM

κντ

νκκσ

νκκσ

)1(

),(

),(

2

2

2

2

2

2

−==

+==

+==

∫
∫
∫

−

−

−

                         (4.1.57a) 

      where  

           
)1(12 2

3

ν−
= EhD                                   (4.1.57b) 

と書ける。Dは板の曲げ剛性，ν はﾎﾟｱｿﾝ比である。また，歪みｴﾈﾙｷﾞは 

    歪みｴﾈﾙｷﾞ ( )∫∫ ∫∫∫∫ −Ω
++==

R

h

h xyxyyyxx dzdxdydVA
2

2 2
1)( γτεσεσε  

         ∫∫ ∫−





 −+++

−
=

R

h

h xyyxyx dzEdxdy
2

2

222
2 2

)1(2
12

1 γνενεεε
ν

 

         ( )∫∫ −+++=
R xyyxyx dxdyD 222 )1(22

2
1 κνκνκκκ            (4.1.58) 

であり，外力のﾎﾟﾃﾝｼｬﾙは，板の面上に作用する荷重を q，力学的境界 MΓ に

作用する曲げﾓ-ﾒﾝﾄおよび剪断力を nM および nQ とすると 

      外力のﾎﾟﾃﾝｼｬﾙ ∫∫−=
R

dxdywq  

               dswQ
n
wM

M
nn∫Γ






 +

∂
∂−−                        (4.1.59) 

である。したがって，(4.1.18)式のﾎﾟﾃﾝｼｬﾙ･ｴﾈﾙｷﾞ最小の原理は 

   ( )∫∫ −+++=
R xyyxyxxyyx dxdyDwI 222 )1(22

2
1],,,[ κνκνκκκκκκ  

                 min=




 +

∂
∂−−− ∫∫∫ Γ

dswQ
n
wMdxdywq

M
nnR

     (4.1.60a) 

          under  
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yx
w

y
w

x
w

xy

y

x

∂∂
∂−=

∂
∂−=

∂
∂−=

2

2

2

2

2

,

,

κ

κ

κ

  Rin                           (4.1.60b) 

               
n
w

n
w

ww

∂
∂=

∂
∂

= ,
  Kon Γ                             (4.1.60c) 

               

xyxy

xyy

yxx

DM
DM
DM

κν
νκκ
νκκ

)1(
),(
),(

−=

+=

+=

  Rin                      (4.1.60d) 

となる。ここで，
n
ww

∂
∂, は運動学的境界 KΓ で与えられる変位である。この

変分原理の自然条件は，下記の(4.1.61)式で与えられる力学的条件 ][M であ

る。 
  (4.1.60)式で与えられる変分問題から導かれる境界値問題(→(4.1.11)～
(4.1.13)式)は，以下の境界値問題(4.1.61)～(4.1.64)式に対応している。 

  力学的条件 ][M ： 

          02 2

22

2

2

=+
∂

∂
+

∂∂
∂

+
∂

∂ q
y
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x
M yxyx   Rin                (4.161a) 
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  Mon Γ                            (4.1.61b) 
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  Rin                           (4.1.61c) 
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yxyyxxyyxxns
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nQnQQ
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  Rin       (4.1.61d) 
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  運動学的条件 ][K ： 
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  Rin                                (4.1.62a) 
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∂
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  Kon Γ                                  (4.2.62b) 

  物性学的条件 ][ κMP ： 
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  Rin                           (4.1.63a) 

      あるいは ][ MPκ ： 
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  Rin                    (4.1.63b) 

(4.1.61d)式により定義される yx QQ , は，補助的な変数である。  
(4.1.23)式のｺﾝﾌﾟﾚﾒﾝﾀﾘ･ｴﾈﾙｷﾞ最小の原理は 

     ｺﾝﾌﾟﾚﾒﾝﾀﾘ･ｴﾈﾙｷﾞ ∫∫∫Ω= dVB )(σ  
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   (4.1.64) 
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であるので 
      ],,,,[ yxxyyx QQMMMK  

         [ ]∫∫ ++−+
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                                                           (4.1.65) 
となる。この変分原理の自然条件は，(4.1.62)式で与えられる運動学的条件

][K である。 
  Hellinger-Reissnerの原理は 
    ],,,,,[ yxxyyx QQMMMwJ  
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          stationary=                                       (4.1.66) 
で与えられる。この変分原理の自然条件は，(4.1.61)～(4.1.63)式である。 
[[[[例例例例 4.1.5]4.1.5]4.1.5]4.1.5]  最後に，棒の捩じりの問題について述べたい。以下に述べる理
論は，ｻﾝ･ﾌﾞﾅﾝ(Saint Venant)の捩じり問題と呼ばれている。図 4.1.2に示
すように，棒の断面内に yx, 軸を長手方向に z軸を取る。この場合の仮定，

近似を本節末尾の表 4.1.1に示す。 
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図 4.1.2  棒の捩じり 

 
  棒の内部に発生する応力は， 0==== xyzyx τσσσ という状態を仮定する。

棒の単位長さ当たりの捩じれ角をθとすると，変位 wvu ,, は 
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yxww
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=
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θ
                                       (4.1.67) 

で近似してよいであろう。したがって，歪みに関して 0==== xyzyx γεεε と

なる。歪み yzzx γγ , は 
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∂
∂+⋅−=

∂
∂+

∂
∂=

θγ

θγ ,
                          (4.1.68) 

で与えられる。応力とひずみの関係は 

          
yzyz

zxzx

G
G

γτ
γτ

=
= ,

                                       (4.1.69) 

である。棒の断面を S， Sの周囲をCとすると， zに沿って変形は一様で

あるから，一つの断面内の変形を考えればよい。棒の単位長さ当たりの歪

みｴﾈﾙｷﾞは 

        単位長さ当たりの歪みｴﾈﾙｷﾞ ∫∫=
S

dxdyA )(ε  

             ∫∫ +=
S yzzx dxdyG )(

2
1 22 γγ                          (4.1.70) 

であり，棒の単位長さ当たりの外力のﾎﾟﾃﾝｼｬﾙは，棒に作用する捩じりﾓ-ﾒ
ﾝﾄをM とすると 
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         単位長さ当たりの外力のﾎﾟﾃﾝｼｬﾙ θM=                (4.1.71) 
である。したがって，(4.1.18)式のﾎﾟﾃﾝｼｬﾙ･ｴﾈﾙｷﾞ最小の原理は 

          min)(
2
1],,[ 22 =−+= ∫∫ θγγθγγ MdxdyGI

S yzzxyzzx        (4.1.72a) 

          under  

               
x

y
w

y
x
w

yz

zx

⋅+
∂
∂=

⋅−
∂
∂=

θγ

θγ ,
  Sin                         (4.1.72b) 

               
yzyz

zxzx

G
G

γτ
γτ

=
= ,

  Sin                             (4.1.72c) 

となる。この変分原理の停留条件は 
    Iδ=0  

      θδγδγγδγ MdxdyG
S yzyzzxzx −+= ∫∫ )(  

      θδθδδτθδδτ Mdxdyx
y
wy

x
w

S yzzx −

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



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∂+
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∂
∂= ∫∫  

      ∫∫ 


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
∂

∂+
∂

∂=
S yzzx dxdy

y
w
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w δτδτ  
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


 −+−+ ∫∫ Mdxdyxy

S yzzx )(  

      ∫∫ 





∂

∂
+

∂
∂

−=
S

yzzx dxdyw
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δ
ττ  

       ∫ ++
C yyzxzx dswnn δττ )(  

       θδττ 



 −+−+ ∫∫ Mdxdyxy

S yzzx )(                         (4.1.73) 

であるので，自然条件は 

          0=
∂

∂
+

∂
∂

yx
yzzx ττ   Sin                              (4.1.74a) 

          0=+ yyzxzx nn ττ   Con                            (4.1.74b) 
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          Mdxdyxy
S yzzx =+−∫∫ )( ττ                           (4.1.74c) 

で与えられる。これは，下記の(4.1.75)式で与えられる力学的条件 ][M であ

る。ここで， yx nn , はCの外向き単位法線ﾍﾞｸﾄﾙの yx, 成分， sはCに沿っ

て取られた座標である。 
  (4.1.72)式で与えられる変分問題から導かれる境界値問題(→(4.1.11)～
(4.1.13)式)は，以下の境界値問題(4.1.75)～(4.1.77)式に対応している。 

  力学的条件 ][M ： 

          0=
∂

∂
+

∂
∂

yx
yzzx ττ   Sin                              (4.1.75a) 

          0=+ yyzxzx nn ττ   Con                            (4.1.75b) 

          Mdxdyxy
S yzzx =+−∫∫ )( ττ                           (4.1.75c) 

  運動学的条件 ][K ： 

          
x

y
w

y
x
w

yz

zx

⋅+
∂
∂=

⋅−
∂
∂=

θγ

θγ ,
  Sin                               (4.1.76) 

  物性学的条件 ][ τγP ： 

          
yzyz

zxzx

G
G

γτ
γτ

=
= ,

  Sin                                 (4.1.77a) 

      あるいは ][ γτP ： 

          
yzyz

zxzx

G

G

τγ

τγ

1

,1

=

=
  Sin                                 (4.1.77b) 

(4.1.23)式のｺﾝﾌﾟﾚﾒﾝﾀﾘ･ｴﾈﾙｷﾞ最小の原理は 

     棒の単位長さ当たりのｺﾝﾌﾟﾚﾒﾝﾀﾘ･ｴﾈﾙｷﾞ dxdyB
S∫∫= )(σ  

         [ ]∫∫ −+=
S yzyzzxzx dxdyA )(εγτγτ  
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         ∫∫ +=
S yzzx dxdy

G
)(1

2
1 22 ττ                             (4.1.78) 

であるので 

           max)(1
2
1],[ 22 =+−= ∫∫S yzzxyzzx dxdy

G
K ττττ  

           ][&][ γτPMunder  

                                                           (4.1.79) 
となる。 ],[ yzzxK ττ− について考えると最小値原理となる。この変分原理の

自然条件は，拘束条件 ][M を未定乗数を θ,w とする Lagrange の乗数法に
より緩和すると 
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S yzzxyzzx dxdy
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           ][ γτPunder  
                                                           (4.1.80) 
となる。この変分問題の停留条件を求めると 
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                dsnnw
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S yzzx )( ττδθ                 (4.1.81) 

となる。したがって，(4.1.79)式で与えられるｺﾝﾌﾟﾚﾒﾝﾀﾘ･ｴﾈﾙｷﾞ最小の原理
の自然条件は，(4.1.76)式の運動学的条件 ][K に外ならない。 
  (4.1.80)式を書き直すと，Hellinger-Reissnerの原理は 
    ],,,[],,,[ θττττθ wKwJ yzzxyzzx =  

                ( )∫∫ 

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で与えられる。この変分原理の自然条件は，(4.1.75)～(4.1.77)式である。 
  境界値問題(4.1.75)～(4.1.77)式において， yzzx ττ , と yzzx γγ , を消去すると 

          02

2

2

2

=
∂
∂+

∂
∂

y
w

x
w   Sin                              (4.1.83a) 
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wGM )( 22θ               (4.1.83c) 

という境界値問題を得る。以下においては，Gは一定とする。 
  境界値問題(4.1.83)式に対応する変分問題を考えてみよう。ﾎﾟﾃﾝｼｬﾙ･ｴﾈﾙ
ｷﾞ最小の原理(4.1.72)式において，(4.1.72b)式の拘束条件を汎関数に代入す
ると 
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となる。この変分問題の自然条件は，(4.1.83)式に外ならない。 
(4.1.83)式の境界値問題において 

          ),(),( yxyxw ψθ=                                   (4.1.85) 
とすると，(4.1.83)式の境界値問題は 
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となる。すなわち，変数ψとθが分離されている。捩じり剛性を JG ˆとする

と， Ĵは 

          ∫∫ 





++

∂
∂−

∂
∂=

S
dxdyyxy

x
x

y
J 22ˆ ψψ                   (4.1.87) 

で与えられる。 
  また，(4.1.84)式の変分問題は 
          )85.1.4(12 ],[],[ θθψ wII =  
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となるが，この変分問題の自然条件は境界値問題(4.1.86)式に外ならない。

2I が最小となるためには， 2θ の項が最小とならねばならない。すなわち，

変分問題 
          ],[][ 23 θψψ II = の 2θ の項 
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を得る。この変分問題の自然条件は，(4.1.86a)，(4.1.86b)式である。 
応力関数φを導入して，境界値問題(4.1.75)～(4.1.77)式を変形してみよ
う。(4.1.75a)式より 
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と書ける。これを，(4.1.75b)式に代入すると 
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であるので， Sが単連結領域の時には 
          0=φ   Con                                      (4.1.92) 
としても一般性を失わない。つぎに，(4.1.90)式を(4.1.75c)式に代入すると 
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となる。 
  (4.1.76)式と(4.1.77b)式より 
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   Sin                           (4.1.94) 

であるので，これよりwを消去すると 
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∂
∂    Sin                           (4.1.95) 

となる。改めて書き直すと，φに関する境界値問題 
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          0=φ   Con                                     (4.1.96b) 

          ∫∫=
S

dxdyM φ2                                    (4.1.96c) 

と書ける。 
  境界値問題(4.1.96)式に対応する変分問題を求めてみよう。ｺﾝﾌﾟﾚﾒﾝﾀﾘ･ｴ
ﾈﾙｷﾞ最小の原理(4.1.79)式に，平衡応力場を表す(4.1.90)式を代入すると，
変分問題 
          )90.1.4(1 ],[][ yzzxKK ττφ =  
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          under  
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dxdyM φ2                               (4.1.97c) 

が求まる。この変分問題の自然条件を求めるために，θを未定乗数とする

Lagrangeの乗数法により，(4.1.97)式で与えられる変分問題を緩和すると 
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          under  
               0=φ   Con                                (4.1.98b) 
となる。この変分問題の停留条件を求めると 
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dxdyM φδθ 2                       (4.1.99) 

となる。したがって，(4.1.97)式の変分問題の自然条件は，(4.1.96a)式に外
ならない。すなわち，(4.1.96)式の境界値問題は，(4.1.97)式の変分問題と
同等である。 
  (4.1.96)式の境界値問題において 
          ),(),( yxGyx ϕθφ =                                 (4.1.100) 
とすると 
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となる。すなわち，変数ϕとθが分離されている。捩じり剛性を JG ˆとする

と， Ĵは 
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で与えられる。 
  また，(4.1.98)式の変分問題は 
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          under  
               0=ϕ   Con                               (4.1.103b) 
となるが，この変分問題の const=θ の条件下での停留条件を考えれば 

          ∫∫ 
















∂
∂+







∂
∂−=

S
dxdy

yx
K

22

3 2
1][ ϕϕϕ  

                 max2 =+ ∫∫S
dxdyϕ                        (4.1.104a) 

          under  
               0=ϕ   Con                               (4.1.104b) 
という変分問題を得る。この変分問題の自然条件は，(4.1.101a)に外なら
ない。 
  最後に，捩じり剛性 JG ˆの計算法について考えてみよう。(4.1.87)式より 
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となる。一方，(4.1.89)式の変分問題の正解を eψ とすると 
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4
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である。したがって，(4.1.89)式の変分問題の近似解を aψ とすると 

          ( )∫∫∫ ++



 +
∂
∂−=

SC e dxdyyxdsyx
s

J 2222 )(
2
1ˆ ψ  

            ( )∫∫ ++=
Se dxdyyxI 22

3 ][2 ψ  

            ( )∫∫ ++≤
Sa dxdyyxI 22

3 ][2 ψ                       (4.1.107) 

が求まる。 
  つぎに，(4.1.104)式の変分問題の正解を eϕ とすると 
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               ∫∫=
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である。したがって， (4.1.89)式の変分問題の近似解を aψ とすると，

(4.1.102)式より 

          ∫∫ ≥==
S aee KKdxdyJ ][2][22ˆ

33 ϕϕϕ                  (4.1.109) 

が求まる。 
  故に，(4.1.107)式と(4.1.109)式より 
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            ( )∫∫ ++≤≤
Saa dxdyyxIJK 22

33 ][2ˆ][2 ψϕ             (4.1.110) 

となる。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4.1.1  1次元，2次元線型弾性問題における仮定 
 

 棒の曲げ 板の曲げ 棒の捩じり 
(Saint Venant) 

座標 軸方向に x，断面内に
zy,  

板中央面に yx, ，垂直
に z  

棒の断面内に yx, ，長
手方向に z  
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応力 
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備考 剪断剛性無限大 yzzx γγ , に関する剪断

剛性無限大 
θ は単位長さ当たり
の捩じれ角 

 
 
  例 4.1.5では，ｻﾝ･ﾌﾞﾅﾝ(Saint Venant)の捩じり問題について詳しく述べ
た。(4.1.110)式では，捩じり剛性 JG ˆの上下界評価式が与えられた。このよ
うな評価式が得られるということは，変分法による数値解法の大きな特長

の一つである。これらのことについては，§6 で詳細に論じられる。ｸﾞﾛｽ
な物理量ばかりでなく，変関数の任意点での値，微分値などの上下界評価

式を導くことができる。 


