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§§§§3.6  3.6  3.6  3.6  付帯条件のある場合付帯条件のある場合付帯条件のある場合付帯条件のある場合((((関数型の付帯条件関数型の付帯条件関数型の付帯条件関数型の付帯条件))))    
  関数型の付帯条件(subsidiary condition)のある変分問題を考えてみよ
う。すなわち，変分問題 

          stationarydxyyxFyI b

a

x

x
=′= ∫ ),,(][                     (3.6.1a) 

          under  
               ,)( aa yxy =   bb yxy =)(                        (3.6.1b) 
               ,0),,( =′yyxg   ba xxx ≤≤                      (3.6.1c) 
を考える。境界条件(3.6.1b)式以外に，新たに(3.6.1c)式で与えられる関数
方程式が束縛条件になっているが，これが関数型の付帯条件である。 
  Iδ を求めると，(3.6.1a)式と(3.6.1b)式より 
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である。一方，(3.6.1c)式より 
          ,0=′+= ′ ygygg yy δδδ   ba xxx ≤≤                      (3.6.3) 
であるので，任意の )(xλ に対して 
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となる。(3.6.3)式を満足する yδ に対して， 0=Iδ となるためには 
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を満たす )(xλ が存在すればよい。すなわち，(3.6.5)式と(3.6.1c)式を停留条
件とする変分問題は，(3.6.1)式の変分問題の代わりに 

      stationarydxyyxgxdxyyxFyI b
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      under  
           ,)( aa yxy =   bb yxy =)(                            (3.6.6b) 
を考えればよいことになる。これが関数型の付帯条件を持つ変分問題に対

する Lagrangeの乗数法である。 
  §3.5 と同様に，§2.2 で述べた付帯条件付きの多変数の停留値問題で，
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変分問題を置き換えて考えてみる。そのために， ba xxx ≤≤ を n等分する。

分割幅を x∆ とし，分点 bnna xxxxxxx =⋅⋅⋅= − ,,,,, 1210 における変関数 yの値を

bnna yyyyyyy =⋅⋅⋅= − ,,,,, 1210 とする。すると，(3.6.1)式の変分問題は，多変
数の停留値問題 
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で近似される。 
  未定乗数を xi∆λ ， )1,,1,0( −⋅⋅⋅= ni として，Lagrange の乗数法(→§2.2)
を適用すると 
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となる。停留条件は 
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で与えられる。 
したがって，(3.6.8)式と(3.6.9)式より 
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を得る。 ∞→n とすると 

      ),,(),,( yyxF
dx
dyyxF yy ′−′ ′  
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                                          ba xxx <<       (3.6.11a) 
      ,0),,( =′yyxg   ba xxx ≤≤                              (3.6.11b) 
となる。これが，変分問題(3.6.1)式の停留条件であるが，これは変分問題 
(3.6.6)式の停留条件に外ならない。すなわち，変分問題(3.6.1)式の代わり
に，変分問題(3.6.6)式を考えればよいことが分かる。 
[[[[例例例例 3.6.1]3.6.1]3.6.1]3.6.1]  測地線を例にとって，関数型の付帯条件のある場合について具
体的に考えてみよう。測地線とは，曲面上の 2点を結ぶ最短距離を与える
曲線のことである。 3 次元空間の曲面 0),,( =zyxg 上の 2 点を

),,(),,,( bbbbaaaa zyxPzyxP とし， 2 点を結ぶ曲線を媒介変数 t により

)(),(),(),( ba ttttztytx ≤≤ と表すことにすると，測地線を求める問題は，変分

問題 
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               ,0))(),(),(( =tztytxg   ba ttt ≤≤                 (3.6.12c) 
を解くことに等しくなる。束縛条件として，境界条件(3.6.12b)式の外に
(3.6.12c)式が加わっているが，これが関数型の付帯条件である。 

)(tλ を Lagrangeの未定定数として，Lagrangeの乗数法を適用すると 
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となるので，変分 zyx δδδ ,, に対する *I の変分を *Iδ とすると 
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を得る。したがって，Eulerの方程式は 
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となる。曲線の接線ﾍﾞｸﾄﾙを t とすると 
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であるので，(3.6.15)式は 
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と書ける。一方 
          12 =t                                            (3.6.18) 
を， tで微分すると 

          0=⋅ t
dt
td                                          (3.6.19) 

である。
dt
td

dt
td

は曲線の主法線ﾍﾞｸﾄﾙと呼ばれる量である。 g∇ は曲面の

法線ﾍﾞｸﾄﾙであるので，(3.6.17)式より，測地線の主法線は曲面の法線方向
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を向くことが分かる。 
  滑らかな曲面 0),,( =zyxg 上に拘束された質点の運動は，媒介変数 tを時

間と考えると，(3.6.15)式を満足する。何故ならば，滑らかな曲面上では質

点の速度 222 zyx ++ は一定であり，曲面から質点が受ける反力ﾍﾞｸﾄﾙは，

曲面の法線ﾍﾞｸﾄﾙの方向を向くからである。このことは，力学上の問題に対

して変分原理が存在することを示唆しており，Hamiltonの原理のﾋﾝﾄにな
ったものと思われる。 
具体的に球の場合の測地線を考えてみよう。球の半径を R，緯角をϑ ，

経角をϕ とすると 
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であるので，(3.6.12)式で与えられる変分問題は 
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となる。この例では，球座標において動径を Rとすることにより，付帯条

件は自動的に満足されているので，付帯条件なしで変分問題(3.6.21)式を考
えればよい。ϕ をϑ の関数と考えて，変分問題(3.6.21)式を書き直すと 
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           under  
                ,)( aa ϕϑϕ =   ,)( bb ϕϑϕ =                     (3.6.22b) 
となる。これより 
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となるので，Eulerの方程式は 
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と求まる。 
(3.6.24)式を積分すれば， 1C を積分定数として 
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が求まる。これより 
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となるので，これを積分すると， 2C を積分定数として 
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が求まる。(3.6.20)式と(3.6.27)式より 
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を得る。これより，測地線上の点は原点を含む平面上にある。すなわち，

測地線は，2 点 ba PP , と球の中心を含む平面と球との交線に外ならないこ

とが分かる。 
[[[[例例例例 3.6.2]3.6.2]3.6.2]3.6.2]  他の例として，摩擦のない非圧縮流体に関する Kelvin の原理
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について述べる。Kelvin の原理と言うのは，「連続な流れの中で，運動ｴﾈ
ﾙｷﾞを最小にする流れは，非回転な流れである。」ということを主張する。

このことを，変分問題として記述すると 
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となる。ここで，密度が 1の流体の存在する領域をΩとし，Ωの境界を S，
Sの外向き単位法線ベクトルを ),,( zyx nnnn = とする。 ),,( wvuu = は流速ﾍﾞｸ

ﾄﾙであり， f は既知の関数である。また， dxdydzdV = とする。 
  Kelvinの原理を証明してみよう。(3.6.29b)式と(3.6.29c)式を関数型の付
帯条件と考え，φを未定関数として Lagrange の乗数法を適用すると，
(3.6.29)式の変分問題は 
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という変分問題を考えることと同等である。停留条件を求めると 
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             dSfnwnvnu zS yx )( −++− ∫∫ δφ  
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となる。これより，変分問題(3.6.30)式の自然条件は 
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および 

          0=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

z
w

y
v

x
u   Ωin                            (3.6.29b) 
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となる。すなわち，変分問題(3.6.29)式の自然条件は(3.6.32)式で与えられ
るので，Kelvinの原理が証明されたことになる。非回転場とは，Ωにおい

て 0=urot となる流れであるが，このことは速度ﾎﾟ ﾃ ﾝ ｼ ｬ ﾙ (velocity 
potential)φが存在して φgradu = と表されることに等しい。 
変分問題としては，(3.6.30)式で与えられる変分問題を少し書き直した変

分問題 
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の方が形が整っている。物理的に同じ量を表す uと φgrad が，同等に扱わ

れているからである。弾性学の Hellinger-Reissnerの原理に相当する。 
  (3.6.33)式で与えられる変分問題において，自然条件の一つである
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(3.6.32)式を予め満足する流れの中で考えてもよいはずである。そうすると 
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という変分問題が得られる。この変分問題の自然条件は 
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で与えられるが，これらはそれぞれ連続条件(3.6.29b)式と(3.6.29c)式に対
応する。すなわち，この変分問題は「非回転な流れの中で，運動ｴﾈﾙｷﾞを最

小にする流れは，連続な流れである。」ということを主張する。この変分問

題は，Dirichletの原理と呼ばれている。 
(3.6.29)式の変分原理から(3.6.34)式の変分原理に移る過程で，拘束条件
と自然条件が入れ替わっている。また，最小値問題から最大値問題に変換

されている。 
これは，次の理由による。(3.6.30)式の変分問題において，φを固定して

考えると，この変分問題は最小値問題になっている。このときの ],[* φuI の

最小値を， givenuI =φφ],[min * と書くことにする。さらに， (3.6.29b)式と
(3.6.29c)式を拘束して考えると，すなわち， ),29.6.3(&

* ],[min cbgivenuI =φφ を求め

る問題になるが，これは(3.6.29)式の変分問題を考えていることに外ならな
い。したがって 
          ][min],[min ),29.6.3(&

* uIuI cbgiven ==φφ                     (3.6.36) 
である。すると，拘束条件が追加されると，最小値は大きくなるという最

小値に関する一般的な性質により 
          ),29.6.3(&

** ],[min],[min cbgivengiven uIuI == ≤ φφ φφ              (3.6.37) 
であるので 
          ][min],[min * uIuI given ≤=φφ                           (3.6.38) 
が成立する。一方， given=φ の条件下で ],[* φuI の最小値を求めることは，
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(3.6.31)式において， 0=δφ とすれば 

          ,
x

u
∂
∂= φ  ,

y
v

∂
∂= φ  

z
w

∂
∂= φ   Ωin                      (3.6.32) 

とすることであるから， 
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1],[min φφφφ φ  

                    dSf
S∫∫+ φ  

                   ][φK=                                   (3.6.39) 
である。したがって 
          ][min][ uIK ≤φ                                     (3.6.40) 
である。 ][φK の停留値は ][min uI に等しいので， ][φK の停留値を求める問

題は，最大値を求める問題になる。したがって，(3.6.29)式および(3.6.34)
式の変分問題の正解をそれぞれ uおよびφとし，近似解をそれぞれ *u およ

び *φ とすると 

        ][)(
2
1][][][ *222* uIdVwvuuIKK ≤++==≤ ∫∫∫Ω

φφ         (3.6.41) 

が成り立つ。すなわち，運動のｴﾈﾙｷﾞの上限と下限を求めることができる。

(3.6.41)式は，数値計算における誤差の評価として使うことができる。さら
に発展させて，関数値そのものの上下限を求めるﾊｲﾊﾟ-ｻ-ｸﾙ法(hypercircle 
method)と呼ばれる方法も考案されている。変分問題の変換については，
§6で詳しく述べる。 

Kelvin の原理を，(3.6.29)式の変分問題の代わりに，つぎの形で考える
ことも可能である。すなわち 

          min
2
1][ 2 == ∫∫∫Ω

dVuuI                            (3.6.42a) 

          under  
               Arotu =   Ωin                              (3.6.42b) 
               fnArot =⋅   Son                            (3.6.42c) 

という変分問題である。ここで， ),,( zyx AAAA = はﾍﾞｸﾄﾙ･ﾎﾟﾃﾝｼｬﾙ(vector 
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potential)と呼ばれる量で，簡単な計算により 
          0)( == Arotdivudiv                                 (3.6.43) 
が恒等的に成立する。 

(3.6.42)式で与えられる変分問題の停留条件は 
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       ∫∫∫∫∫ Ω
⋅+⋅×= dVAurotdSAnu

S
δδ)(                       (3.6.44) 

と書ける。境界条件(3.6.42c)式より，一般性を失わずに 
          0=Aδ   Son                                      (3.6.45) 
としてよいので，(3.6.44)式は 

          ∫∫∫Ω
⋅== dVAurotI δδ0                             (3.6.46) 

となる。したがって，自然条件は 
          0=urot   Ωin                                    (3.6.47) 
となり，Kelvinの原理が証明された。 
  また，Dirichletの原理において， 0=f の場合には，(3.6.34)式の代わり
に 

          max
2
1][ 2 =−= ∫∫∫Ω

dVuuK                          (3.6.48a) 

          under  
               0=urot   Ωin                              (3.6.48b) 
としてもよい。 
  (3.6.48)式で与えられる変分問題において，Lagrangeの未定関数 Aを導
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入して，(3.6.48b)の条件を緩和すると 

          dVurotAdVuAuK ∫∫∫∫∫∫ ΩΩ
⋅+−= 2*

2
1],[  

                 stationary=                                (3.6.49) 
となる。この変分問題の停留条件は 

     dVurotAdVurotAdVuuK ∫∫∫∫∫∫∫∫∫ ΩΩΩ
⋅++⋅+⋅−== δδδδ *0  

            ∫∫∫∫∫ ⋅×+⋅−−=
Ω S

dSunAdVuArotu δδ )()(  

              dVurotA∫∫∫Ω
⋅+ δ                               (3.6.50) 

であるので 
          Arotu =   Ωin                                   (3.6.51a) 
          0=× nA   Son                                   (3.6.51b) 
          0=urot   Ωin                                   (3.6.48b) 
となる。したがって，変分問題 (3.6.48)式の自然条件は， (3.6.51a)式と
(3.6.51b)式で与えられる。 Aはﾍﾞｸﾄﾙ･ﾎﾟﾃﾝｼｬﾙであり， (3.6.43)式より
(3.6.51a)式は(3.6.29b)式に対応する。また，(3.6.51b)式より，S上で Aと S
の法線 nは平衡である。 S上に面内直交座標 ηξ , を取ると 

          0=
∂
∂

−
∂
∂

=⋅=⋅
ηξ

ξη AA
nArotnu   Son                  (3.6.52) 

となる。これは，(3.6.29c)式に対応する。すなわち，Dirichletの原理が証
明されたことになる。ただし，この場合はΩで 0=u であり，あまり意味の

ある流れではない。 
  以上の議論より，Kelvin の原理と Dirichlet の原理における拘束条件と
自然条件の関係を整理すると，表 3.6.1のようになる。 
 

表 3.6.1a  速度ﾎﾟﾃﾝｼｬﾙをﾍﾞ-ｽとする場合 
 拘束条件 自然条件 

Kelvinの原理 0=udiv  φgradu =  
Dirichletの原理 φgradu =  0=udiv  
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表 3.6.1b  ﾍﾞｸﾄﾙ･ﾎﾟﾃﾝｼｬﾙをﾍﾞ-ｽとする場合 

 拘束条件 自然条件 
Kelvinの原理 Arotu =  0=urot  

Dirichletの原理 0=urot  Arotu =  
 
  (3.6.29)式の変分問題を少し拡張して 

          dVwvuwvuI ∫∫∫Ω
++= )(

2
1],,[ 222

1  

                   ∫∫ ++−
MS zyx dSnwnvnug )(  

                 min=                                     (3.6.53) 
          under  

               0=
∂
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∂
∂+

∂
∂

z
w

y
v

x
u   Ωin                       (3.6.29b) 

               fnwnvnu zyx =++   KSon                    (3.6.29c) 
を考えてみよう。ここで， KM SSS += とする。この変分問題の自然条件は， 

          ,
x

u
∂
∂= φ  ,

y
v

∂
∂= φ  

z
w

∂
∂= φ   Ωin                      (3.6.32) 

および 
          g=φ   MSon                                     (3.6.54) 
で与えられる。これは Kelvinの原理の一つの拡張である。 
変分問題(3.6.30)式対応するものは 

          dVwvuwvuJ ∫∫∫Ω
++= )(

2
1],,,[ 222

1 φ  

                     ∫∫ ++−+
MS zyx dSnwnvnug ))((φ  
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z
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y
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x∫∫∫Ω 





∂
∂+

∂
∂+

∂
∂− φφφ  

                     dSf
KS∫∫+ φ  

                    stationary=                             (3.6.55) 
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となる。この変分問題の自然条件は，(3.6.32)式，(3.6.29b)式，(3.6.29c)
式および(3.6.54)式である。 
変分問題(3.6.34)式に対応するものは，(3.6.32)式および(3.6.54)式を拘束

することにより 
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1][ φφφφ  

                dSf
KS∫∫+ φ  

               max=                                       (3.6.56) 
          under  
               g=φ   MSon                                (3.6.54) 
という変分問題になる。これは，Dirichletの原理の一つの拡張である。こ
の変分原理の自然条件は 

          02

2

2

2

2

2

=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

zyx
φφφ   Ωin                         (3.6.35a) 

          f
n

=
∂
∂φ   KSon                                    (3.6.57) 

で与えられるが，これらはそれぞれ連続条件(3.6.29b)式と(3.6.29c)式に対
応する。 
[[[[例例例例 3.6.3]3.6.3]3.6.3]3.6.3]  最後に静電界におけるｺﾝﾃﾞﾝｻの問題を取り上げる。閉曲面

321 SSSS ++= で囲まれた領域をΩとし， 21, SS をｺﾝﾃﾞﾝｻの電極とする。 3S

では，絶縁体に接している。座標を ),,( zyxO とし，電界の強さを

),,( zyx EEEE = ，Ωの誘電率をε， 21, SS に貯えられている電荷を QQ −, と

する。このとき，実現される電界の強さは，連続な電界の内で静電ｴﾈﾙｷﾞ

を最小にするものである。これを静電界に関するﾄﾑｿﾝ(Thomson)の原理と
呼ぶ。変分問題として記述すると 

          dVEEEEEEI zyxzyx ∫∫∫Ω
++= )(
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],,[ 222ε  

                     min=                                (3.6.58a) 
          under  
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               0=
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ε   1Son          (3.6.58c) 

               QdSnEnEnE zzyyxxS
−=++∫∫ )(
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ε   2Son        (3.6.58d) 

               0=++ zzyyxx nEnEnE   3Son                  (3.6.58e) 
となる。(3.6.58b)式は電界の連続性を表す。 

Thomsonの原理を証明してみよう。(3.6.58b)式と(3.6.58e)式を関数型の
付帯条件，(3.6.58c)式と(3.6.58d)式を積分型の付帯条件と考え，V  を未定
関数として Lagrangeの乗数法を適用すると，(3.6.58)式で与えられる変分
問題は 
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                  stationary=                               (3.6.59) 
と同等である。(3.6.59)式の変分問題の停留条件は 
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となるので，自然条件は 

          ,
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VEx ∂

∂−=   ,
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VEy ∂
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z
VEz ∂

∂−=   Ωin          (3.6.61a) 

          1VV =   1Son                                     (3.6.61b) 
          2VV =   2Son                                    (3.6.61c) 
の外に 
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          QdSnEnEnE zzyyxxS
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          0=++ zzyyxx nEnEnE   3Son                       (3.6.58e) 
で与えられる。(3.6.61)式は，領域Ωにおいて電位V が存在して，閉曲面

21, SS 上では一定電位になることを示している。すなわち，実在する静電

界を与えている。 
(3.6.59)式で与えられる変分問題を書き直すと 
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             stationary=                                    (3.6.62) 
となる。この変分問題の自然条件は，(3.6.61a~c)式と(3.6.58b~e)式である。 

(3.6.62)式の変分問題において，(3.6.61)式を拘束すると 

          dV
z
V

y
V

x
VVVVK ∫∫∫Ω 


















∂
∂+





∂
∂+







∂
∂−=

222

21 2
],,[ ε  

                     QVV )( 21 −−  
                   max=                                   (3.6.63) 
          under  
               1VV =    1Son                               (3.6.61b) 
               2VV =   2Son                               (3.6.61c) 
という変分問題が得られる。この変分問題の自然条件は 
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で与えられる。これらは，(3.6.58b~e)式に対応する。 


