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§§§§3.5  3.5  3.5  3.5  付帯条件のある場合付帯条件のある場合付帯条件のある場合付帯条件のある場合((((積分型の付帯条件積分型の付帯条件積分型の付帯条件積分型の付帯条件))))    
既に，§3.4 で膜の自由振動の問題(固有値問題)を例にとって述べたが，
積分型の付帯条件(subsidiary condition)のある変分問題を考えてみよう。
すなわち，変分問題 
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を考える。境界条件(3.5.1b)式以外に，新たに(3.5.1c)式で与えられる積分
式が束縛条件になっているが，これが積分型の付帯条件である。 

Iδ を求めると，(3.5.1a)式と(3.5.1b)式より 
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である。一方，(3.5.1c)式より 
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であるから，(3.5.3)式を満足する yδ に対して， 0=Iδ となるためには，λを

未知の定数として 
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であればよい。すなわち，(3.5.4)式と(3.5.1c)式を停留条件とする変分問題
は，(3.5.1)式の変分問題の代わりに 
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    under  
         ,)( aa yxy =   bb yxy =)(                              (3.5.5b) 
を考えればよいことになる。これが積分型の付帯条件を持つ変分問題に対

する Lagrangeの乗数法である。 
変分問題を，§2.2 で述べた付帯条件付きの多変数の停留値問題に置き

換えて考えてもよい。そのために， ba xxx ≤≤ を n等分する。分割幅を x∆ と
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し ， 分 点 bnna xxxxxxx =⋅⋅⋅= − ,,,,, 1210 に お け る 変 関 数 y の 値 を

bnna yyyyyyy =⋅⋅⋅= − ,,,,, 1210 とする。すると，(3.5.1)式の変分問題は，多変
数の停留値問題 
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で近似される。 
  未定乗数を λとして，Lagrangeの乗数法(→§2.2)を適用すると 
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となる。停留条件は 
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で与えられる。 
したがって，(3.5.7)式と(3.5.8)式より 
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を得る。 ∞→n とすると 

          ),,(),,( yyxF
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となる。これは変分問題(3.5.5)式の停留条件に外ならない。すなわち，変
分問題(3.5.1)式の代わりに，変分問題(3.5.5)式を考えればよいことが分か
る。 
[例例例例 3.5.1]  積分型の付帯条件のある場合の最も古典的な例として，面積一
定で周囲長が最小の図形を求めてみよう。図形の形状を )(xyy = とすると，

この yは変分問題 
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          under  
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の解である。 
Lagrangeの未定乗数を λとして，Lagrangeの乗数法を適用すると 

          ( ) stationarycdxydxyyI =+−′+= ∫ λλλ )sgn(1],[ 2*       (3.5.12) 

となる。 yの変分 yδ に対する Eulerの方程式を求めると 
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で与えられる。この式を積分すると， 1C を積分定数として 
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であるので，これより 
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となる。さらに，この式を積分すると， 2C を積分定数として 
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であるので 
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が求まる。すなわち，周囲長が最小の図形は円に外ならない。 
[例例例例 3.5.2]  同じような問題に，周囲長一定で面積最大の図形を求める問題
がある。すなわち，この図形の形状を )(xyy = とすると， yは変分問題 
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          under  
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の解である。上で述べた面積一定で周囲長最小の場合とまったく同じ方法

で解け，その答えは円であるが，ここでは媒介変数 tを導入して考えてみ

よう。すなわち，図形を 
          ),(txx =   ),(tyy =   ba ttt ≤≤                       (3.5.19) 
のように表すと，(3.5.18)式の代わりに 
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となる。ここで， yx, は yx, の tによる微分である。 
(3.5.20)式の変分問題は，λを未定定数として Lagrangeの乗数法を適用
すると 
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という変分問題になる。 yx, の変分 yx δδ , に対する *I の変分を *Iδ とすると 
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となるので，Eulerの方程式は 
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となる。この式を積分すると， 21 ,CC を積分定数として 
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となる。(3.5.24a)式と(3.5.24b)式の両辺を自乗して加えると 
          22

2
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1 )()( λ=−+− CyCx                             (3.5.25) 
であるので，周囲長一定で面積最大の図形は円に外ならない。 
[例例例例 3.5.3]  つぎに，力学的な問題の例として，懸垂線(catenary)の問題を
考えてみよう。図 3.5.1に示されるように，長さ l，線密度 )(xρ の鎖線が端

点 ),( aaa yxP ， ),( bbb yxP で固定されて，張られているものとする。 
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図 3.5.1  懸垂線の釣り合い 
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  鎖の形状を )(xyy = とすると，ﾎﾟﾃﾝｼｬﾙ･ｴﾈﾙｷﾞ最小の原理により，位置ｴﾈ

ﾙｷﾞU を最小にする形状が釣り合い状態にある鎖の形状である。重力を外

力と考えると，位置ｴﾈﾙｷﾞU ではなくて外力のﾎﾟﾃﾝｼｬﾙWの最小を考えるこ

とになるが，結果は変わらない。ここでは，伝統的な考えに従って，鎖は

重力によって位置ｴﾈﾙｷﾞというﾎﾟﾃﾝｼｬﾙを与えられるものと考える。ﾎﾟﾃﾝｼｬ

ﾙ･ｴﾈﾙｷﾞ最小の原理により，鎖の形状は，積分型付帯条件付きの変分問題 
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の解である。 
  未定乗数を λとして，Lagrangeの乗数法を適用すると 
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とすると， yの変分 yδ を考えることにより導かれる Eulerの方程式は 
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である。この式の両辺に y′を掛け， Fが xを含まないことに注意すると 
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となるので，積分すると 
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となる。ここで， 1C は積分定数である。(3.5.31)式を書き直すと 
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であるので 
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が求まる。これを積分すると， 2C を新たな積分定数として 
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となるので，書き直すと 

          2
1

2
2

1

)()(exp CgygyCx
C
g −+=+−





+ λρλρρ           (3.5.35) 

を得る。この式を自乗すると 
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となる。ここで， 2C を 12 lnCC + で置き換えると，最終的に 

          





+=+ 2

1
1 cosh)( Cx

C
gCgy ρλρ                        (3.5.37) 

が求まる。 
積分定数 1C ， 2C ，Lagrange の未定乗数 λは，境界条件(3.5.26b)および
付帯条件(3.5.26c)より定まる。すなわち 
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より求まる。 
[例例例例 3.5.4]  最後に，座屈(buckling)の微小変形理論(Euler座屈)について述
べる。図 3.5.2 に示されるように，長さ lの棒に圧縮力 Pを加えてゆくと，

Pがある値を越えると棒は突然横にたわむ。この現象を座屈という。 
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図 3.5.2  棒の座屈 

 
この場合にも，ﾎﾟﾃﾝｼｬﾙ･ｴﾈﾙｷﾞ最小の原理が適用できる。棒の歪みｴﾈﾙｷﾞ

をU とし，たわむことにより棒の端末が l∆ 移動するものとすると，棒のた

わみ )(xyy = は変分問題 
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の解である。両端で単純に支持されているものとすると，曲げﾓ-ﾒﾝﾄに関す
る境界条件 
               ,0)0( =′′y   0)( =′′ ly                           (3.5.40) 
が必要であるが，これは自然境界条件として与えられる。 
  未定乗数を λ として，Lagrangeの乗数法を適用すると 
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であるので，自然条件(Eulerの方程式と自然境界条件)は 
          ,0=′′+′′′′ yyEI λ   lx <<0                           (3.5.43) 
          ,0)0( =′′y   0)( =′′ ly                                (3.5.40) 
となる。この 2式は，境界条件(3.5.39b)式と一緒になって，一つの固有値
問題を形成している。 

Aを未知定数として， y を 
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の形((3.5.39b)式と(3.5.40)式を満たしている｡)に考えて，(3.5.43)式に代入
すると 

          ,0
22

=

















−





 A

l
n

l
nEI πλπ   ),2,1( ⋅⋅⋅⋅⋅=n          (3.5.45) 

となる。これより 
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となる。 
一方， l∆ を計算すると 

          ∫∫ 










=′=∆

ll
dxx

l
n

l
nAdxyl

0

2
2

2

0

2 cos
2
1

2
1 ππ  

             l
l

nA
2

2

4
1






= π                                  (3.5.47) 

であるので， Aは 
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となる。これより 
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であるから，曲げの歪みｴﾈﾙｷﾞは 
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となるので，端点に加えられる荷重 P は 
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と求まる。 
(3.5.46)式と(3.5.51)式を比較すると， λ は P に外ならないことが分かる。

すなわち， y が零でないためには， P は特定の値を取らねばならない。線

形理論ではこのように与えられるが，物理現象としては，(3.5.51)式の最小
値( 1=n のとき)より 
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のときに，零でない y が存在する。すなわち，座屈が生ずると考えるべき

であろう。 


