§9. 波動問題と変分原理

  §6および§8では，完全流体の非回転流れについて論じた。§6で論じたのは自由表面のない場合であり，§8で論じたのは自由表面はあるが変分原理が対象とする流体領域が有限の場合であって，いづれも無限遠方に進行する波動の存在を前提としない議論であった。

  本章では，無限遠方に進行する波動が存在する場合について，波動問題と変分原理との関係を論じる。この場合には，まず波の放射条件をどう置くかが問題となる。

  自由表面が存在する場合には，変分原理は単なる停留原理となり、最小(または最大)原理でなくなるので，§6で述べたような上下界による誤差の推定などはできない。しかし，波の散乱と放射の間の興味ある関係を導くことができるなど，理論的に面白い結果が得られる。

§9.1  1次元波動(棒の伸び縮み波)の放射条件とその変分法的取り扱い

まず最初に，純粋に1次元の波動について考える。単純な問題であるが，基本的なｱｲﾃﾞｱを見出して，検証することができる。

  棒の伸び縮み波は，すべての波長の波が同じ速度で進む分散を伴わない波動であり，いわゆる波動方程式に従う。
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である。棒は
[image: image11.wmf]0

=

x

を自由端として，
[image: image12.wmf]+¥

=

x

に無限に延びており，
[image: image13.wmf]+¥

=

x

より来る入射波は，
[image: image14.wmf]0

=

x

で反射されて無限遠方に放射されるものとする。外力
[image: image15.wmf]f

は零とする。正弦波を考え，時間項を
[image: image16.wmf]t

e

w

i

とし，以下においては空間項のみ考える。
[image: image17.wmf]i

は
[image: image18.wmf]1

-

と意味する。このとき，棒の運動は境界値問題

  Kelvin条件
[image: image19.wmf]]

[

K

：

          
[image: image20.wmf]x

E

dx

du

s

1

=

  
[image: image21.wmf]+

<

<

O

x

x

for

0

                           (9.1.2)

  Dirichlet条件
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で記述できる。ここで，
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は入射波の変位振幅である。(9.1.3c)式は，変位
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と仮定して導かれた。ここで，
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は反射波の振幅である。この問題では局所波(local wave)がないので，(9.1.4)式，したがって，(9.1.3c)式はいたる所で左辺と右辺が等しい。(9.1.3c)式は，いわゆるSommerfeldの放射条件を入射波のある場合に拡張したものであり，Isshiki-Sommerfeldの放射条件と呼びたい。

  Kelvin条件およびDirichlet条件というのは，完全流体の非回転運動の変分原理であるKelvinの原理およびDirichletの原理の自然条件として与えられる条件と，数学的に同じ構造を持つ条件を指す。

  物理的な観点からは，棒の伸び縮み問題の場合には，Kelvin条件
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は運動学的条件と，Dirichlet条件
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は力学的条件と呼ぶべきであるが，問題によっては，Kelvin条件
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が力学的条件に，Dirichlet条件
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が運動学的条件になる。例えば，流体を伝わる音波の問題はこうなる。すなわち，物理的な分類で分けると数学的分類が逆になってしまう。そこで，本章では数学的な議論が主となるので，数学的な分類に従うことにする。

  Dirichlet条件
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の下に，仮想応力変分
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を得る。したがって，(9.1.2)式と(9.1.3)式で与えられる境界値問題は，変分問題
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と等しい。この変分問題は完全流体の非回転流れにおけるKelvinの原理に相当するものであるので，Isshiki-Sommerfeld-Kelvin原理と呼ぶことにする。(9.1.5)式より，この変分問題の自然条件は，Kelvin条件
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  このことを確かめる。そのために，Lagrangeの未定乗数
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を緩和する。すなわち，汎関数
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を考える。停留条件を求めると
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であるので，(9.1.7)式の変分問題の自然条件は

  Kelvin条件
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  Dirichlet条件
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であるので，(9.1.6)式の変分問題の自然条件は，Kelvin条件
[image: image79.wmf]]

[

K

であることが分かる。

  (9.1.7)式の変分問題を書き直すと
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を得る。この変分問題は，弾性学でHellinger-Reissnerの原理と呼ぶものの拡張である。以下ではIsshiki-Sommerfeld-Kelvin-Dirichletの原理と呼ぶ。

  (9.1.10)式の変分問題において，Kelvin条件
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という変分問題を得る。この変分問題は，完全流体の非回転流れにおけるDirichletの原理に相当するものであるので，Isshiki-Sommerfeld-Dirichlet原理と呼ぶことにする。この変分問題の停留条件を求めると
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となる。したがって，(9.1.11)式の変分問題の自然条件は
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で与えられる。これらは，Kelvin条件
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  以上の議論においては，遠方での解の形をIsshiki-Sommerfeldの放射条件(9.1.3c)式の形で考えた。棒の伸び縮み波の場合には局在波がないので遠方境界
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と考える。局在波のある場合には，この式の右辺に局在波を表す項が加わる。(9.1.14)式は，
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を，もう一つの条件と考える。

  そこで，(9.1.14)式を
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  この場合には，棒の運動は境界値問題

  Kelvin条件
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  Dirichlet条件
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で記述できる。

  この新しいDirichlet条件
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 の下に，仮想応力変分
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を得る。したがって，(9.1.16)式と(9.1.17)式で与えられる境界値問題は，変分問題
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と等しい。この変分問題は完全流体の非回転流れにおけるKelvinの原理に相当するものであるので，Isshiki-Kelvinの原理と呼ぶことにする。(9.1.18)式より，この変分問題の自然条件は，Kelvin条件
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  このことを確かめる。そのために，Lagrangeの未定乗数
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を考える。停留条件を求めると
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であるので，(9.1.20)式の変分問題の自然条件は

  Kelvin条件
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  Dirichlet条件
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である。したがって，(9.1.19)式の変分問題の自然条件は，Kelvin条件
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であることが分かる。

  (9.1.20)式の変分問題を書き直すと
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を得る。この変分問題は，弾性学でHellinger-Reissnerの原理と呼ぶものの拡張である。以下ではIsshiki-Kelvin-Dirichletの原理と呼ぶ。

  (9.1.23)式の変分問題において，Kelvin条件
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の一つである(9.1.16a)式を拘束すると
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という変分問題を得る。この変分問題は，完全流体の非回転流れにおけるDirichletの原理に相当するものであるので，Isshiki-Dirichlet原理と呼ぶことにする。この変分問題の停留条件を求めると
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となる。したがって，(9.1.24)式の変分問題の自然条件は
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で与えられる。これらは，(9.1.16a)式を使って
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を消去したKelvin条件
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  (9.1.11)式および(9.1.24)式で与えられる二つの変分問題を用いる数値計算について述べる。境界値問題の正解を
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とすると
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であるから，境界条件
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より
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となる。したがって，正解は
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と求まる。

  まず，(9.1.11)式で与えられる変分問題の直接法による数値計算について考える。
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とおき，これを，（9.1.11）式を少し変形した
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に代入して，
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に関する多変数関数の停留問題に置き換える。計算結果を以下に示す。
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が小さくても，良い近似が求まっている。
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図9.1.1  近似解
[image: image221.wmf]]

Im[

]

Re[

Eu

i

Eu

+

と正解
[image: image222.wmf]exact

Eu

]

[


  つぎに，(9.1.24)式で与えられる変分問題の直接法による数値計算について考える。
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に代入して，
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に関する多変数関数の停留問題に置き換える。計算結果を以下に示す。
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が小さくても，良い近似が求まっている。(9.1.33)式よりも，(9.1.34)式による方がはるかに精度の高い近時解が得られる。
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図9.1.2  近似解
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